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С.Н. Бузыканов 
ЗАДАЧА РЕДУКЦИИ К ИДЕАЛЬНОМУ ПРИБОРУ 

В МОДИФИЦИРОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 

Рассмотрена задача редукции к идеальному прибору при обработке сиг-
налов в модифицированном пространстве Соболева. Предложена структур-
ная схема системы и обоснован цифровой алгоритм, позволяющий снизить 
влияние искажений в каналах обработки по сравнению с аналогичными сис-
темами в пространстве L2. Показано, что для моделируемых систем выиг-
рыш может составлять 1.5…7 раз. 

Ключевые слова: редукция к идеальному прибору, некорректные задачи, 
модифицированное пространство Соболева W2

1, цифровая обработка изо-
бражений. 

Введение. Задача редукции к идеальному 
прибору возникает во многих технических сис-
темах. В частности, данная задача стоит в систе-
мах цифровой обработки сигналов и изображе-
ний, когда отсутствует возможность использо-
вания идеального прибора, не вносящего иска-
жений в ходе наблюдений, измерений, обработ-
ки и т. д. [1…3]. Для решения данной задачи 
применяются различные алгоритмы обработки: 
на основе спектральных преобразований [1…3], 
на основе различных методов решения некор-
ректно поставленных задач [4], методами опти-
ческой обработки [5] и т.д. 

Редукцией к идеальному прибору называют 
математический аппарат, позволяющий учесть 
несовершенство измерительной аппаратуры и 
получить полное представление о сигнале, дейст-
вующем на входе по регистрируемому отклику.  

Рассмотрим решение задачи редукции к 
идеальному прибору в пространстве L2 на основе 
спектральных преобразований. Основой данного 
метода является математический аппарат, связы-
вающий сигнал на входе ( )вхf t  и на выходе 

( )выхf t  линейной системы в спектральной и вре-
менной области: 
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где ( )h t  – импульсная характеристика прибора, 
( )âû õF   – комплексный спектр сигнала на выхо-

де, ( )âõF   – комплексный спектр сигнала на 
входе, ( )H   – передаточная функция прибора. 
С учетом (1) решением задачи является следую-
щее выражение: 
 ( ) ( ) / ( ).âõ âû õF F H    (2) 

В идеале (2) дает нам точное решение. Од-
нако ситуация меняется при наличии в канале 
обработки сигналов собственных шумов и иска-
жений. В этом случае при применении выраже-
ния (2) получаем следующий результат: 
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где ( )N   – спектр аддитивной помехи ( )n t . 
Ошибка решения (3) является случайной из-за 
случайного характера помехи ( )n t . Дисперсия 
решения равна: 
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где ( )nP   – спектральная плотность шума 
2( ) ( )nP N  . 

Так как передаточная функция системы 
( )H   стремится к нулю при  , а реальная 

помеха обычно содержит компоненту белого 
шума ( ( )nP   стремится к конечному пределу 
при  ), дисперсия решения оказывается 
бесконечной. 

Из-за наличия в подынтегральном выраже-
нии (4) при   малых значений ( )H   воз-
никают высокочастотные составляющие, кото-
рых не должно быть в сигнале ( )âû õF  , дающие 
в решении бесконечно большие осцилляции. 
Данное решение задачи является неустойчивым, 
а сама задача – некорректно поставленной [4]. 

Одним из широко применяемых методов 
решения некорректно поставленных задач в про-
странстве L2 является метод регуляризации Ти-
хонова [4]. Основой метода является ограниче-
ние множества решений данной задачи про-
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странством Соболева. Как показано в [4], такое 
ограничение приводит к переходу задачи в раз-
ряд корректных и позволяет определить ее ре-
шение, называемое регуляризованным. 

Цель работы: разработка и анализ алгорит-
ма редукции к идеальному прибору в модифи-
цированном пространстве Соболева. 

Теоретические основы. Для решения не-
корректной задачи предлагается проводить об-
работку сигналов в модифицированном про-
странстве Соболева [6, 7]. Модифицированное 
пространство Соболева определяется скалярным 
произведением функций вида: 
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где 10   – коэффициент модифицированно-
го пространства Соболева [6]. 

Ранее был предложен ряд алгоритмов [1, 8], 
использующих информацию о производной сиг-
нала, однако во всех случаях обработка велась в 
пространстве L2. В модифицированном про-
странстве Соболева W2

1 система обработки сиг-
налов имеет вид (рисунок 1). 

 
Рисунок 1 – Структурная схема 

системы обработки в модифицированном 
пространстве Соболева 

Здесь )(th  – импульсная характеристика ли-
нейной системы, dttdh )(  – производная им-
пульсной характеристики линейной системы, 

1( )n t , 2 ( )n t  – собственные аддитивные искаже-
ния в прямом канале и канале производной соот-
ветственно. При рассмотрении системы следует 
учесть аспекты практической реализации данных 
фильтров, а именно нормировку реальной произ-
водной импульсной характеристики фильтра 

( ) ( )h t Mh t 


, где M  – нормирующий множи-
тель, определяемый из условий физической реали-
зуемости (например, из условия равенства энергий 
в каналах). С учетом теории, представленной в [6], 
сигнал в спектральной области на выходе системы 
обработки описывается выражением: 
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При учете собственных шумов в каждом ка-
нале обработки, раскрыв скобки и проведя пре-
образование Фурье, получим итоговое выраже-
ние для восстановления исходного сигнала в 
спектральной области: 
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где 1( )N  , 2 ( )N   – спектры искажений в пря-
мом канале и канале производной соответствен-
но. Ошибка вычисления спектра сигнала равна: 
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Для определения оптимального значения 
opt  возьмем производную выражения (8) по   

и приравняем ее к нулю. В результате получим 
выражение: 
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при котором значение ошибки вычисления при-
нимает вид: 
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Для случая 1 2( ) ( ) ( )n n nP P P     (напри-
мер, при идентичности применяемых схемных 
решений или при использовании одной матрицы 
регистрации в видеосистемах) выражение (10) 
принимает более простой вид 
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В данном случае устойчивость решения опреде-
ляется скоростью стремления к нулю передаточ-
ной функции системы ( )H  . Если при   в 
пределах полосы обработки 2 ( )H   не стре-
мится к нулю, то решение является устойчивым. 

Результаты численного моделирования. 
Пусть каналы системы обработки в модифици-
рованном пространстве Соболева W2

1 идентич-
ны. Для первого эксперимента в качестве им-
пульсной характеристики прибора используем 
выражение 

  ttth sin)(  , 
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где значение 3.6  является характеристикой 
оптической системы. Данная характеристика 
соответствует диафрагме в виде узкой щели при 
когерентном освещении [1]. Передаточная 
функция прибора описывается выражением: 

0.5 при  ,
( )

0 при  .
H
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Для данного случая получим: 
6.3M , 
216.0opt . 

На рисунке 2 приведены зависимости 
 2

opt   для пространств L2 и W2
1. 

 

Рисунок 2 – зависимости  2
opt   

для пространств L2 и W2
1 

Из анализа рисунка 2 следует, что в этом 
случае интегральная ошибка 2 ( )L d   

2 ( )w d   в модифицированном простран-
стве Соболева в 1.6 раза меньше, чем в про-
странстве L2. 

Для второго эксперимента в качестве им-
пульсной характеристики прибора используем 
выражение 

  2sin)( ttth  . 
Данная характеристика соответствует диафрагме 
в виде узкой щели при некогерентном освеще-
нии [1]. Соответствующая передаточная функ-
ция имеет вид: 
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Исходя из выражения для импульсной ха-
рактеристики получим: 

4M , 
2.0opt . 

На рисунке 3 приведены зависимости 
 2

opt   для пространств L2 и W2
1.для данной 

импульсной характеристики. 

 

Рисунок 3 – зависимости  2
opt   

для пространств L2 и W2
1 

Таким образом, при некогерентном освеще-
нии диафрагмы в виде узкой щели интегральная 
ошибка в модифицированном пространстве Со-
болева в 7 раза меньше, чем в пространстве L2. 

Вывод. Построение системы обработки сиг-
налов на основе алгоритмов в модифицирован-
ном пространстве Соболева W2

1 позволяет суще-
ственно снизить влияние собственных шумов 
системы на результаты обработки, а также полу-
чить устойчивое решение задачи редукции к 
идеальному прибору. За счет обработки в моди-
фицированном пространстве Соболева W2

1 для 
промоделированных систем снижение ошибки, 
вызванной собственными искажениями системы 
регистрации, составило 1.5…7 раз. 
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