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САМОСОГЛАСОВАННАЯ МОДЕЛЬ ФОРМИРОВАНИЯ  

ОБЪЕМНОГО РАЗРЯДА 
I. ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОСНОВА МОДЕЛИ 

 
Представлена модель газоразрядных процессов, включающая самосогла-

сованный расчет перераспределения потенциала в промежутке совместно с 
электродинамикой внешней цепи  и вычисление фотоэмиссии электронов из 
катода дифференцированно для  каждой спектральной линии излучения раз-
ряда. Описаны особенности модели, обеспечивающие высокую стабильность 
и экономичность расчета. Приведены результаты моделирования для азот-
ного лазера. 

 
Введение 
Объемный разряд широко используется в 

системах накачки импульсных газовых лазеров 
[1]. Разряд характеризуется малым (наносекун-
ды) временем формирования, большой степенью 
перенапряжения (100 - 400 %) при высоких зна-
чениях  напряжении зажигания (десятки кило-
вольт) и амплитуды тока. В таких условиях воз-
можности экспериментального исследования 
ограничены и для изучения физических процес-
сов широко применяется численный экспери-
мент [2-5, 8].  

К настоящему времени существующие мо-
дели объемного разряда основаны на гидроди-
намическом приближении, в рамках которого 
учитываются ионизация электронным ударом, 
перемещение электронов и ионов под действием 
поля, ион-электронная эмиссия на катоде, влия-
ние пространственного заряда на напряженность 
поля. Физические процессы в разряде искусст-
венно согласуются с электродинамикой внешней 
цепи путем введения некоторой приближенной 
функции, описывающей изменение анодного 
напряжения во времени с учетом параметров 
электрической цепи [2, 3]. Необходимость тако-
го допущения определяется неустойчивостью 
численного расчета по классической схеме, в 
которой электрическое поле вычисляется реше-
нием уравнения Пуассона. Проблема достиже-
ния самосогласования модели является основной 
для численного изучения объемного разряда. 

Для расчета эмиссии электронов из катода 
под действием излучения разряда в моделях 
обычно используется некоторый интегральный 
коэффициент фотоэмиссии, значение которого 
варьируется в широких (10-4 - 10-6) пределах. Бо-
лее точный расчет должен, очевидно, учитывать 
фотоэмиссию электронов отдельно для каждой 

линии излучения разряда и квантовый выход 
материала катода для этой спектральной линии.  

В настоящей работе описывается полностью 
самосогласованная модель объемного разряда, в 
которой динамика перераспределения потенциа-
ла в промежутке рассчитывается согласованно с 
электродинамикой внешней цепи, а фотоэмиссия 
электронов из катода вычисляется дифференци-
рованно для  каждой спектральной линии.  

 
1. Гидродинамическое приближение 
Образование, перемещение и гибель элек-

тронов и  k типов ионов для разрядного проме-
жутка длиной d описываются системой одно-
мерных уравнений непрерывности, аналогичной 
используемой в газовой динамике [6]: 
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Здесь Γe и Γp – плотности потоков частиц 
(электронов и ионов), ne и np  – их концентрации, 
νi – частота ионизации, β – коэффициент          
ион-электронной рекомбинации, θadd – интен-
сивность начальной ионизации, которая входит 
только в первое уравнение системы (1), посколь-
ку при начальной предыионизации промежутка 
образуются лишь ионы газовых примесей [1].   
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Выражения для плотностей потоков заря-
женных частиц в общем случае записываются в 
виде 
 eeee ngradDEn e , 
 1111p1 pppp ngradDEn  , (2) 

 ……………………….  
 pkpkpkpk ngradDEn pk . 

Здесь μe и μp – подвижности, De и Dp – коэф-
фициенты диффузии, E – напряженность элек-
трического поля. Время формирования объемно-
го разряда мало (единицы наносекунд), и поэто-
му диффузной составляющей потока можно 
пренебречь: 
 En ee e , 
 En pp 11p1  , (3) 
 ……………. 
 En pkpk pk . 

Коэффициенты ион-электронной рекомби-
нации β определены экспериментально и табу-
лированы для каждого типа реакции, а член θadd, 
описывающий дополнительную ионизацию, 
представляет собой некоторую функцию от вре-
мени, индивидуальную для каждой газоразряд-
ной системы. Для чистых газов другие коэффи-
циенты, входящие в гидродинамические уравне-
ния (подвижности и частоты ионизации), могут 
быть получены из экспериментальных данных. В 
случае расчета газовой смеси эти коэффициенты 
необходимо вычислять на основе данных о сече-
ниях взаимодействия частиц с электронами и 
функции распределения электронов по энергиям 
(ФРЭЭ). Для этой цели может быть использован 
свободно распространяемый пакет BOLSIG 
(Kinema Software & CPAT) [10], позволяющий 
вычислять ФРЭЭ, подвижность, коэффициент 
диффузии, частоты процессов взаимодействия 
молекул с электронами (упругих соударений, 
возбуждения, ионизации) и среднюю энергию 
электронов. Результаты расчета представляют 
собой табличные функции от приведенной на-
пряженности  поля. Программа использует набор 
сечений SIGLO Database (С) 1996 [10]. 

 
2. Граничные условия 
Граничные условия для системы уравнений 

(1) определяются выражением для плотности 
электронного тока с катода jΣ   
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и нулевыми значениями концентрации заряжен-
ных частиц на электродах (электроны исчезают 
на аноде, а ионы – на катоде): 

 0)( dne , 0)0( pn . 
Уравнение плотности электронного тока с 

катода физически отражает рождение электро-
нов на катоде в результате ион-электронной 
эмиссии (первое слагаемое в квадратных скоб-
ках) и фотоэмиссии с катода под действием из-
лучения разряда (второе слагаемое в квадратных 
скобках). Здесь e – заряд электрона, ne(0), υek – 
концентрация и скорость вторичных электронов 
вблизи катода,  jexn – плотность электронного 
тока под действием внешнего ионизатора, γion – 
коэффициент ион-электронной эмиссии, np – 
концентрация ионов вблизи катода, μp – их под-
вижность, E0 – напряженность поля на катоде, 
g(x) – геометрический фактор (x – расстояние от 
катода), n*

m (x) – концентрация частиц газа в воз-
бужденном состоянии m, τm – время жизни этого 
состояния, ηm – квантовый выход катода для 
спектральной линии, соответствующей излуча-
тельному переходу частицы из состояния m, Z – 
число рассматриваемых уровней частицы, излу-
чательный переход из которых приводит к обра-
зованию фотонов с энергией, превышающей ра-
боту выхода катода, d – расстояние между элек-
тродами. 

Геометрический фактор определяет, какая 
часть общего числа фотонов, излученных на рас-
стоянии с координатой x, попадает на катод (по-
глощением фотонов газовой средой пренебрега-
ем). При плоской геометрии с шириной катода 
H, в условиях, когда все фотоны излучаются с 
линии, соединяющей центры электродов, значе-
ние фактора определяется выражением 

 
x

Harctgxg
2

1)(


 . (5) 

Интенсивность предыонизации θadd во вре-
мени описывается разрывной функцией, с участ-
ком, имеющим форму распределения Гаусса: 
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где n0 – конечная концентрация начальных элек-
тронов, Tst – время начала образования дополни-
тельных электронов, Teff – эффективная длитель-
ность импульса фотоионизации. 

 
3. Расчет динамики электрических  
процессов во внешней цепи 
Гидродинамические коэффициенты, входя-

щие в уравнения непрерывности (1), являются 
функциями от приведенной напряженности 
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электрического поля Е/р (Е – напряжённость, р – 
давление газа). Следовательно, для самосогласо-
ванного решения задачи формирования разряда 
необходим расчет динамики перераспределения 
электрического поля в промежутке. Поле опре-
деляется процессами во внешней цепи и накоп-
лением зарядов внутри промежутка. Уравнения 
внешней цепи записываются в соответствии со 
схемой возбуждения разряда (рис. 1): 
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начальные условия: 
 0)0( UU Cs  , 0)0( CpU , 
где Сs, Сp – накопительная и обострительная 
емкости, UCs , UCp – напряжения на накопитель-
ной и обострительной емкостях, IC – ток через 
накопительную емкость, Ua , ID – напряжение и 
ток разрядного промежутка, L1 – суммарная ин-
дуктивность контура накачки, L2, R – индуктив-
ность и сопротивление разрядного контура (па-
разитные), U0 – напряжение на накопительной 
емкости в начальный момент времени.  

Сопротивление RТ, определяемое парамет-
рами коммутационного тиратрона, аппроксими-
ровалось по формуле: 

 
t

tRT 7104
108,0)(


 , (8)  

в соответствии с которой за 20 нс оно уменьша-
ется до 0,08 Ом. 

 
Рис. 1. Схема возбуждения объемного разряда:   

SG – разрядный промежуток;  
Сs  и Cp – накопительная  

и обострительная ёмкости;  
L1 и L2 – паразитные индуктивности;  

RT и R – сопротивления коммутационного  
тиратрона и контура накачки соответственно 

 
4. Проблема устойчивости модели  
при расчете внешней цепи и динамики  

электрического поля в промежутке  
При численном моделировании газового 

разряда [2-5, 8, 9] распределение электрического 
поля в промежутке обычно вычисляют, решая 
уравнение Пуассона для одномерного случая: 
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где U – потенциал, e – элементарный заряд, ε0 – 
электрическая постоянная, ne и np – концентра-
ции электронов и ионов соответственно. Гра-
ничные условия: 0)0( U  на катоде и 

)()( tUdU  на аноде. 
Такой подход формально справедлив, одна-

ко модель, включающая в себя совместное ре-
шение уравнений Пуассона и внешней цепи, ус-
тойчива лишь при небольших скоростях нарас-
тания тока, соответствующих сравнительно ма-
лым давлениям газа в промежутке (формирова-
ние тлеющего разряда) [4, 5]. При больших дав-
лениях (сотни Торр) и перенапряжениях (более 
20 %), то есть в условиях быстрого роста тока 
разряда, становится значительным падение на-
пряжения на индуктивности контура, что приво-
дит к нестабильности расчета. По этой причине 
ряд исследователей прибегают к допущениям и 
искусственно задают разность потенциалов на 
электродах некоторой функцией от времени [2, 
3], что снижает достоверность результатов мо-
делирования.  

Поясним причины возникновения неста-
бильности численного расчета. На стадии фор-
мирования разряда зависимость тока от прило-
женного к промежутку напряжения приближен-
но определяется соотношением 
 tU

D
aetI )()(  , (10) 

где β(Ua) – некоторая функция напряжения, оп-
ределяющая скорость ионизации.  

В этих условиях погрешность вычисления 
тока разряда ΔID зависит от погрешности дис-
кретизации анодного напряжения ΔUa 
 tUU

DD
aaetItI )()()(  . (11)   

Анодное напряжение само является функци-
ей тока и его первой производной по времени: 
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Предположим, что в некоторый момент вре-
мени вычисленное значение тока за временной 
шаг равно ID(t)+ΔID(t), где ΔID – погрешность 
вычисления тока, а ID – истинное его значение. 
Потенциал анода на следующем временном ша-
ге, вычисленный с погрешностью, в дискретной 
форме записывается выражением 
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В некоторый момент времени вследствие 
экспоненциального характера роста тока вели-
чина (ID

i-ID
i-1) будет соизмерима или меньше 

(ΔID
i - ΔID

i-1). Это приведет к значительному 
уменьшению величины анодного потенциала 
Ua

i+1, что, в свою очередь, приведет к резкому 
изменению тока ID

i+1, и производная тока от вре-
мени на i+1 временном шаге будет отрицатель-
ной по знаку и  большой по величине.  

Вычисленное анодное напряжение на после-
дующем i+1 временном шаге Ua

i+2 будет значи-
тельно больше Ua

i+1, что приведет к ещё боль-
шим значениям тока и его производной по вре-
мени. Дальнейший расчет «коллапсирует» и 
приводит к ошибке переполнения [7]. Уменьше-
ние временного шага снижает скорость накопле-
ния погрешности, но принципиально не изменя-
ет причину возникновения неустойчивости.  

Таким образом, в условиях резкого роста то-
ка разряда в реальной электрической схеме (рис. 
1) из-за влияния нарастающей погрешности дис-
кретизации модель, основанная на решении 
уравнения Пуассона для вычисления напряжен-
ности поля внутри промежутка, является чис-
ленно неустойчивой.  

 
5. Использование уравнения сохранения  
полного тока для согласованного расчета   
динамики процессов во внешней цепи 
и в промежутке  
В описываемой модели для самосогласован-

ного и устойчивого вычисления электрического 
поля в промежутке использован нетривиальный 
подход, основанный на решении уравнения со-
хранения полного тока [6, 11]: 

  
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где ID – ток разряда, S – площадь электродов, Γe, 
Γp – плотности потоков электронов и ионов. 
Первый член правой части уравнения (14) пред-
ставляет собой плотность тока проводимости, 
второй  – плотность тока смещения. Начальным 
условием для уравнения (14) является величина 
напряженности электрического поля в первый 
момент времени, задаваемая через напряжение 
на накопительной емкости.  

В численной реализации этого подхода раз-
рядный промежуток представляется эквивалент-
ной электрической схемой, в которой каждый 
слой расчетной сетки замещается параллельным 
соединением источника тока и емкости. Источ-
ник тока соответствует первой компоненте пол-

ного тока разряда – току переноса, а емкость – 
второй компоненте – току смещения.  

 
6. Пример результатов моделирования 
На основе изложенного выше подхода моде-

лировались газоразрядные процессы в азотном 
лазере с накачкой поперечным разрядом: давле-
ние – 760 Торр, межэлектродное расстояние – 
1,5 см, состав газовой смеси – 95 % гелия и 5 % 
азота, величина обострительной емкости 2 нФ, 
накопительной – 10 нФ, индуктивность разряд-
ного контура – 1 нГн, контура накачки – 200 
нГн, сопротивление разрядного контура – 7 
мОм, начальное напряжение накопительной ем-
кости – 20 кВ, площадь электродов – 5,4·10-4 м2, 
материал катода – медь, коэффициенты вторич-
ной ион-электронной эмиссии для ионов гелия и 
азота – 0,02 и 0,05 соответственно, начальная 
концентрация электронов – 106 см-3. 

На рис. 2 представлены полученные времен-
ные диаграммы тока и напряжения на проме-
жутке, которые в основном соответствуют лите-
ратурным экспериментальным данным. 

 

 
 

Рис. 2. Напряжение на промежутке и ток разряда 
Приведённые результаты подтверждают 

возможность стабильного численного расчёта 
при высоких значениях скорости роста тока раз-
ряда (порядка 1012 А/с) и степени перенапряже-
ния (около 200 %).  

 
Заключение 
Представлены физико-математические ос-

новы самосогласованной модели объемного раз-
ряда. Основными особенностями модели явля-
ются расчет фотоэмиссии электронов с катода 
отдельно для каждой спектральной линии излу-
чения разряда, учет динамики предыонизации 
промежутка и элекродинамических характери-
стик коммутатора.  

Показано, что вычисление электрического 
поля внутри промежутка  через уравнение со-
хранения полного тока обеспечивает самосогла-
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сованный расчет процесса формирования разря-
да совместно с электродинамикой внешней цепи. 
Это позволяет значительно более точно модели-
ровать реальные физические процессы при вы-
сокой стабильности и экономичности расчета. 
Численная реализация модели будет приведена в 
следующей части работы. 
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