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УДК 5517.925.51 

Ю.С. Митрохин, А.Н. Андреев 
ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМЫ ТРЕХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассматривается вопрос построения функций, с помощью которых оп-
ределяются вопросы устойчивости решения системы трех разностных 
уравнений. Данный метод позволяет исследовать нелинейные системы, чего 
пока нет в отечественных и зарубежных публикациях. 

Пусть в результате преобразований получи-
лась система трех разностных уравнений. В век-
торной форме: 
  kk xAx ˆ

1  , (1) 

где  
3,3

ˆ
ijaA  - постоянная матрица. Необходи-

мо определить устойчивость, неустойчивость и 
асимптотическую устойчивость относительно 
состояния покоя 0kx , Nk , N  - множество 
натуральных чисел [3]. 

Определение [1]. Решение 0kx  системы 
(1), Nk  называется устойчивым, если для ка-
ждого 0  существует    и при любых на-
чальных условиях  0x  выполняется нера-

венство kx  для каждого Nk . Если для 

каждого 0  существует    при  0x  

и выполняется неравенство kx  для каждого 

Nk , то решение 0kx , Nk , называется 
неустойчивым. Устойчивое решение 0kx , 

Nk , называется асимптотически устойчивым, 
если 0lim 

 kk
x . 

По аналогии с системами дифференциаль-
ных уравнений для системы (1) составим функ-
цию  kxV  [1,3]:    kkkk xxxxV 32 ,,  , где 

 kkk xxx 32 ,,   - смешанное произведение трех 
векторов [1,3]. 

Учтя: 
1)   kkk xxx 1   ,1 131211 kkk zayaxa   

  kkk yyy 1   ,1 232221 kkk zayaxa   

  kkk zzz 1   ,1333231 kkk zayaxa   
т.е. в векторном виде  

  kkkk xEAxxx  
ˆ

1 , 
где E  - единичная матрица; 

2)   kkk xxx 1
2  

      kk xEAxEA ˆˆ
1  

  kxEA
2ˆ  ; 

3)   kkk xxx 2
1

23  

      kk xEAxEA
2

1

2 ˆˆ  

  kxEA
3ˆ  , 

получим 
        





  kkkk xEAxEAxEAxV

32 ˆ,ˆ,ˆ  

    




  kkk xEAxEAxEA

2ˆ,ˆ,ˆ . 

Т.к. устойчивость системы исследуется на 
основании анализа функции  kxV  и  kxV  

[1,3], и если 0ˆ  EA , то 

      




  kkkk xEAxEAxxV

2ˆ,ˆ, , 

      




  kkkk xEAxEAxxV

2ˆ,ˆ, , 

        kkk xVxVxV 1    kxVA 1ˆ  . 

По теореме 1 [1]: 
– если 01ˆ A , то система неустойчива; 

– если 01ˆ A , то система устойчива; 

– если 01ˆ A , то система асимптотически 

устойчива в целом. 
Рассмотрим  kxV . Т.к. 

      




  kkkk xEAxEAxxV

2ˆ,ˆ,  есть опреде-

литель третьего порядка, то его можно предста-
вить в виде: 

  



3

0,, mji

m
k

j
k

i
kijmk zyxBxV , 
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где ijmB  - коэффициенты при различных ком-

бинациях kx , ky , kz . 

Рассмотрим случай, когда  kxV  можно 
представить в виде произведения линейной и 
квадратичной форм. Т.е. 

     kkk xVxVxV 21  , 
где   kkkk zCyBxAxV 1111111   - линейная 
комбинация kx , ky , kz ; 

   2
242322

2
212 kkkkkkk yAzxAyxAxAxV

2
2625 kkk zAzyA   - квадратичная форма. 

Подробнее остановимся на каждой из функ-
ций. 

Рассмотрим функцию  kxV1 . В простран-

стве 3R   kxV1  - плоскость, проходящая через 

начало координат: 0111111  kkk zCyBxA . 

  kkkk zCyBxAxV 1111111  , 

  kkkk zCyBxAxV 1111111  , 

        kkk xVxVxV 1111  

.111111111111111 kkkkkk zCyBxAzCyBxA  

Возможны случаи: 
1) если  kxV1 <0, то многообразие 

0111111  kkk zCyBxA  
асимптотически устойчиво по теореме 2 [1]; 
2) если    kxV1 0, то многообразие 

0111111  kkk zCyBxA  
устойчиво по теореме 2 [1]; 
3) если  kxV1 >0, то многообразие 

0111111  kkk zCyBxA  
неустойчиво по теореме 2 [1]. 

Также возможно рассмотрение поведения 
траекторий на плоскости. Для этого надо решить 
систему уравнений 

11 11
1 11 12 13

11 11

11 11
1 21 22 23

11 11

,k k k k k

k k k k k

A Bx a x a y a x y
C C

A By a x a y a x y
C C





  
      

  


         

 

описанным выше способом. Т.е. надо найти 
 kk yxV ,  и  kk yxV ,  для полученной сис-

темы. 
При этом начало координат устойчиво, 

асимптотически устойчиво, неустойчиво [1] 

Рассмотрим функцию  kxV2 .  kxV2  - 
представляет собой кривую второго порядка в 
пространстве 3R : 

   2
242322

2
212 kkkkkkk yAzxAyxAxAxV  

2
2625 kkk zAzyA  . 

Запишем определитель [2]: 

26
2523

25
24

22

2322
21

22

22

22

AAA

AAA

AAA

 . 

Если 
24

22

22
21

1

2

2
AA

AA
 >0, то  kxV2  - 

квадратичная форма знакоопределенного поло-
жительного ( 21A >0 и >0) или отрицательного 
( 21A <0 и >0) знака [2]. 

Пусть   02 kxV  и 

     kk xVxV 22 1 , тогда: 

– если 1 <0, то по теореме 2 [1] многообра-
зие 

 2
242322

2
21 kkkkkk yAzxAyxAxA  

02
2625  kkk zAzyA  

асимптотически устойчиво; 
– если 1 >0, то по теореме 2 [1] многообра-
зие 

 2
242322

2
21 kkkkkk yAzxAyxAxA  

02
2625  kkk zAzyA  

неустойчиво; 
– если 1 =0, то по теореме 2 [1] многообра-
зие 

 2
242322

2
21 kkkkkk yAzxAyxAxA  

02
2625  kkk zAzyA  

устойчиво. 
Пусть 1 <0. В этом случае квадратичная 

форма  kxV2  знакопеременная и ее можно раз-
ложить на линейные множители: 

     kkk xVxVxV 22212  , 

где   kkkk zCyBxAxV 21121121121  , 

  kkkk zCyBxAxV 22122122122  . 

Рассмотрение  kxV21  и  kxV22  происходит 

аналогично  kxV1 . 
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Для определения экстремума функции 
 kxV2  необходимо решить систему уравнений: 

 

 

 






























.02

,02

,02

262523
2

252422
2

232221
2

kkk
k

k

kkk
k

k

kkk
k

k

zAyAxA
z

xV

zAyAxA
y

xV

zAyAxA
x

xV

 

Если 0
2

2
2

262523

252422

232221


AAA

AAA
AAA

, то 

  00,0,02 V , иначе если 

0
2

2
2

262523

252422

232221


AAA

AAA
AAA

, то   02 LV ,  

где L=













,02
,02
,02

262523

252422

232221

kkk

kkk

kkk

zAyAxA
zAyAxA
zAyAxA

 

т.е. L – прямая, полученная при решении систе-
мы уравнений. 

Таким образом,  kxV  можно представить 

как      kkk xVxVxV 21   либо, 

       kkkk xVxVxVxV 22211   
в зависимости от знака 1 . 

Рассмотрим различные ситуации: 
1)      kkk xVxVxV 21  , где многообразия 

0111111  kkk zCyBxA  и  kkk yxAxA 22
2

21  

 2
2423 kkk yAzxA 02

2625  kkk zAzyA  
– асимптотически устойчивы, значит, и состоя-
ние покоя системы (1) также асимптотически 
устойчиво в целом. 

Данная ситуация подходит под случаи, ко-
гда: 
– многообразие 0111111  kkk zCyBxA  - ус-

тойчиво, а многообразие  kkk yxAxA 22
2

21  

02
2625

2
2423  kkkkkk zAzyAyAzxA  - 

асимптотически устойчиво, значит, состояние 
покоя системы (1) устойчиво в целом; 
– многообразие 0111111  kkk zCyBxA  - не-

устойчиво, а многообразие  kkk yxAxA 22
2

21  

02
2625

2
2423  kkkkkk zAzyAyAzxA  - 

асимптотически устойчиво, значит, состояние 
покоя системы (1) неустойчиво в целом; 

2)      kkk xVxVxV 21  , где многообразия 

0111111  kkk zCyBxA  и 

 kkk yxAxA 22
2

21  

02
2625

2
2423  kkkkkk zAzyAyAzxA  - 

устойчивы, значит, и состояние покоя системы 
(1) также устойчиво в целом. 

Для данной ситуации подходят случаи: 
– многообразие 0111111  kkk zCyBxA  - асим-
птотически устойчиво, а многообразие 

 2
242322 kkkkk yAzxAyxA

02
2625  kkk zAzyA  - устойчиво, значит, 

состояние покоя системы (1) устойчиво в целом; 
– многообразие 0111111  kkk zCyBxA  - неус-

тойчиво, а многообразие 2
21 kxA  

 kkkkkkk zyAyAzxAyxA 25
2

242322  

02
26  kzA  - устойчиво, значит, состояние по-

коя системы (1) неустойчиво в целом; 
3)      kkk xVxVxV 21  , где многообразия 

0111111  kkk zCyBxA  и  kkk yxAxA 22
2

21  

 2
2423 kkk yAzxA 02

2625  kkk zAzyA  - 
неустойчивы, значит, и состояние покоя системы 
(1) также неустойчиво в целом. 

Для данной ситуации подходят случаи: 
– многообразия: 0111111  kkk zCyBxA  - 

асимптотически устойчиво, а  kkk yxAxA 22
2

21  

 kkkkk zyAyAzxA 25
2

2423 02
26 kzA  - 

неустойчиво, значит, состояние покоя системы 
(1) неустойчиво в целом; 
– многообразия: 0111111  kkk zCyBxA  - ус-
тойчиво, а 

 2
242322

2
21 kkkkkk yAzxAyxAxA  

02
2625  kkk zAzyA  - неустойчиво, значит, 

состояние покоя системы (1) неустойчиво в це-
лом; 
4)        kkkk xVxVxVxV 22211  , где много-
образия 0111111  kkk zCyBxA , 

 kk yBxA 211211  0211  kzC  и 

0221221221  kkk zCyBxA  - асимптотически 
устойчивы, значит, и состояние покоя системы 
(1) также асимптотически устойчиво в целом; 
5)        kkkk xVxVxVxV 22211  , где много-
образия 0111111  kkk zCyBxA , 

 kk yBxA 211211  
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0211  kzC  и 0221221221  kkk zCyBxA  - 
неустойчивы, значит, и состояние покоя системы 
(1) также неустойчиво в целом; 
6)        kkkk xVxVxVxV 22211  , где многооб-
разия: 0111111  kkk zCyBxA  - неустойчиво, а 

0211211211  kkk zCyBxA  и 
 kk yBxA 221221  

0221  kzC  - асимптотически устойчивы, зна-
чит, состояние покоя системы (1) также неус-
тойчиво в целом; 
7)        kkkk xVxVxVxV 22211  , где многооб-
разия 0111111  kkk zCyBxA  - и 

 kk yBxA 221221  

0221  kzC  - неустойчивы, а  kk yBxA 211211  

0211  kzC  - асимптотически устойчиво, зна-
чит, состояние покоя системы (1) также неус-
тойчиво в целом; 

8)        kkkk xVxVxVxV 22211  , где многооб-
разия: 0111111  kkk zCyBxA  - неустойчиво, 

0211211211  kkk zCyBxA  - асимптотически 
устойчиво, а 0221221221  kkk zCyBxA  - ус-
тойчиво, значит, состояние покоя системы (1) 
неустойчиво в целом. 
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