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УДК 621.01.512 

С.С. Мамонов 
ВРАЩАТЕЛЬНЫЕ РЕЖИМЫ СИСТЕМЫ ЧАСТОТНО – ФАЗОВОЙ 

АВТОПОДСТРОЙКИ ЧАСТОТЫ С ФИЛЬТРАМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Рассматривается система частотно-фазовой синхронизации с инвер-
тированной характеристикой частотного кольца. Для случая фильтров пер-
вого порядка получены условия существования нескольких вращательных 
режимов. На примере системы с синусоидальной нелинейностью рассмот-
рено влияние инвертированной характеристики частотного кольца на вра-
щательные режимы. 

Ключевые слова: вращательные режимы, предельные циклы, частотная 
автоподстройка. 

Введение. В работе рассматривается систе-
ма частотно-фазовой автоподстройки частоты 
(ЧФАПЧ) с инвертированной нелинейной харак-
теристикой частотного детектора. Динамика 
системы ЧФАПЧ описывается дифференциаль-
ным уравнением вида [1-3] 
  ))(()()( 111 tFpKtp   
 нtpFpK  ))(()( 222  , (1) 

где dt
dp  - оператор дифференцирования, 

)(t – разность фаз эталонного и подстраивае-
мого генераторов, 1 – полоса удержания кольца 
фазовой автоподстройки, 2 – полоса удержания 
кольца частотной автоподстройки, )(1 pK  и 

)(2 pK – коэффициенты передачи фильтров ниж-
них частот в фазовой и частотных цепях управ-
ления, )(1 F и )(2 F  – характеристики фазово-
го и частотного детекторов, )(1 F – пери-
одическая непрерывно дифференцируемая 
функция, constн  -начальная расстройка. Пе-
рейдем в уравнении (1) к новому времени 

t1 . Переменную   переобозначим через 
переменную t . В случае инвертированной нели-
нейной характеристики частотного детектора, 
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по частоте, при которой напряжение на выходе 
частотного детектора максимально, и дробно-
рациональных интегрирующих фильтров  pK1  
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  уравнение (1) приводит-

ся к системе дифференциальных уравнений  
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 . Система (2) рассматривается в 

случае, когда    является непрерывно диффе-
ренцируемой и  – периодической функцией.  

Рабочими режимами для системы ЧФАПЧ 
являются режимы синхронизации. Нахождение 
условий синхронного режима связано с исследо-
ванием асинхронных режимов, особенностью 
которых является нарастание разности фаз. Сре-
ди асинхронных режимов выделяют вращатель-
ный режим, соответствующий предельному цик-
лу второго рода [6] системы (2). Вращательный 
режим представляет интерес, так как он предше-
ствует режиму синхронизации.  
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Система вида (2) изучалась в работах [3-10], 
где качественно-численными методами получе-
ны условия устойчивости, соответствующие ре-
жимам синхронизации фазовой автоподстройки, 
условия существования и числа предельных 
циклов второго рода. Особенностью системы 
третьего порядка является то, что наряду с ус-
тойчивыми предельными циклами второго рода 
у системы (2) могут появиться седловые пре-
дельные циклы второго рода [7]. Трудности на-
хождения условий существования седловых 
циклов многомерных систем связаны с невоз-
можностью применения теоремы Брауэра [11]. 
Наличие у системы (2) седловых предельных 
циклов второго рода позволяет выделить область 
притяжения состояний равновесия, определяю-
щую для системы ЧФАПЧ условия режимов 
синхронизации. 

Основная часть 
Определение. Если для системы (2) сущест-

вует предельный цикл второго рода  ),( x  

 )(),( ttxcolon  , для которого   0txcT  при 
любом   ;t , то ),( x  называется по-
ложительным предельным циклом второго рода, 
если   0txcT  при любом   ;t , то 

),( x  называется отрицательным предельным 
циклом второго рода. 

В статье на основе метода нелокального 
сведения [5, 6] получены условия существования 
положительных и отрицательных предельных 
циклов второго рода, предложена методика на-
хождения областей фазового пространства, со-
держащих седловые циклы. На примере системы 
ЧФАПЧ с фильтрами первого порядка рассмот-
рено влияние инвертированной характеристики 
частотного кольца на область параметров для 
вращательных режимов. 

Теорема 1. Пусть для системы (2) выполне-
ны условия: 

1) матрица A гурвицева; 
2) 0bcT , TT lAc  , 01  dcT , 
blT , 2dlT , TTT calaAl 21  , 

2, lcrang ; 

3) 02
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4) система уравнений 
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   ky   (3) 

при 23
1

 , 23 , 21 k ,  1s  
1 , 12  r  имеет предельный цикл второ-

го рода   0 F ,     0  kF  для любого 
  ; ;  

тогда система (2) имеет положительный пре-
дельный цикл второго рода. 

Доказательство. Рассмотрим функции 
  zV1  , FxcT  где  F - предельный 

цикл второго рода системы уравнений (3), 
 zV2 xcxl TT 1 . 

Пусть  ,xcolonz  ,  :1 z   01  zV , 
  0: 22  zVz , 21   , тогда граница 

множества   имеет вид  21    , 
где 

    0,0: 211   zVzVz , 
    0,0: 212   zVzVz . 

Если 1z , то выполняются соотношения: 
   FxcT , (4) 
 01   xcxl TT  . (5) 

Используя условия 2), 4) теоремы 1, соот-
ношения (4), (5), найдем производную функции 

 zV 
1  в силу системы (2) на множестве 1  
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Рассмотрим границу  ,0: 1
2   xcxlz TT   

  01  zV . Если 2z , то выполняются соот-
ношения: 
   FxcT , (7) 
 xcxl TT 1  . (8) 
Используя условия 2), 3), 4) теоремы, соотноше-
ния (7), (8), найдем производную функции  zV2  
в силу системы (2) на множестве 2  
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Из неравенств (6), (9) следует, что множество   
положительно инвариантно. Пусть  :zR   

  0: 2  RHxxzW T , 0 THH -решение мат-
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ричного уравнения Ляпунова    HIA T  
  IIAH   , 0 . В силу условия 1) тео-

ремы 1 такое решение существует. Производная 
функции  zW  в силу системы (2) на множестве 

  0:  zWzR  удовлетворяет неравенству:  
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     HdxRHbx TT 222 2  

  HbxT2 . (10) 
Используя соотношение (10), получаем, что при 
достаточно большом значении R  множества 

R , R  являются положительно инвари-
антными, во множестве R  содержится по-
ложительный предельный цикл второго рода [6]. 

Теорема 2. Пусть для системы (2) выполне-
ны условия 1), 2), 3), 4) теоремы 1 и система 
уравнений (3) при 23

1
 , 23 ,  r  

12   , 1
1

s , 21 k  имеет предель-
ный цикл второго рода   0 F ,   F  

  0 k  для любого   ; , тогда сис-
тема (2) имеет отрицательный предельный цикл 
второго рода. 

Доказательство. Рассмотрим функции 
  zV1  , FxcT где  F – предельный 

цикл второго рода системы уравнений (3), 
 zV2 xcxl TT 1 . Пусть   0: 13   zVz , 
4   0: 2 zVz , 435   , тогда граница 

множества 5  имеет вид 435   , где 
    0,0: 213   zVzVz ,   ,0: 14   zVz  

  02 zV . Если 3z , то выполняются соот-
ношения: 
   0  FxcT , (11) 
 xcxl TT 1  . (12) 
Используя условия 2), 4) теоремы 1 и соотноше-
ния (11), (12), найдем производную функции 

 zV 
1  в силу системы (2) на множестве 3  
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11  
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Рассмотрим границу  ,0: 1
4   xcxlz TT   

  01  zV . Если 4z , то выполняются соот-
ношения:  

   0  FxcT , (14) 
 xcxl TT 1  . (15) 
Используя условия 2), 3) теоремы 1, условие 
теоремы 2 и соотношения (14), (15), найдем про-
изводную функции  zV2  в силу системы (2) на 
множестве 4  
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   02
1

1    . (16) 
Из неравенств (13), (16) следует, что множество 

5 – положительно инвариантно. Пусть R  
  0: 2  RHxxzWz T , 0 THH   решение 

матричного уравнения Ляпунова. В силу соот-
ношения (10) получим, что при достаточно 
большом значении R  множества R , R 5  
являются положительно инвариантными, во 
множестве R 5  содержится отрицательный 
предельный цикл второго рода. 

Теорема 3. Пусть для системы (2) выполнены 
условия теоремы 1 и справедливы утверждения: 

1) система уравнений (3) при 01  , 
23 , 12  r , 1

1
s , 21 k  

имеет предельный цикл второго рода   00  F , 
      0FF  для любого   ; , 0m  

 
 






 0; 00

min F ;  

2) система уравнений (3) при 23
1

 , 
23 , 12  r , 1

1
s , 21 k  

имеет решение     tty , , определяющее функ-
цию   , для которой выполняются неравен-
ства:       00 F ,     02  mk   
при   00 ; ,   0min  m


; 

3) система уравнений (3) при 01  , 
23 , 12  r , 1

1
s , 21 k  

имеет решение     tty , , определяющее функ-
цию  0 , для которой выполняется неравен-
ство:       0F  при   00 ; , 0M  

 
 






 0; 00

max ; 

4)  
3

0
22

2
2

0
01 1

2

















m
m

kmMM ,  

01
13   a ; 

тогда система (2) имеет два положительных пре-
дельных цикла второго рода. 
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Доказательство. В силу теоремы 1 множество 
R  содержит положительный предельный 

цикл второго рода. Рассмотрим функции   zV1  
 , FxcT    xcxlzV TT 1

2
  ,   zW1  

  0FxcT . Пусть   ,0: 1   zVzQ  
    rzVzW 

21 0,0 , где r  удовлетворяет 
неравенству: 

   











 r

m
kmMM 22

2
2

0
01

1
3 1

2 


  

 21
0

 m , (17) 
в силу условия 4) теоремы 2 такое r  существует, 
тогда граница множества Q  имеет вид Q  

4321 QQQQ   , где   ,0: 11   zVzQ  
  rzV  20 ,     rzVzWzQ  

212 0,0: , 
      0,0,0: 1123   zWzVzVzQ ,  4Q  

      0,0,: 112   zWzVrzVz . 
Рассмотрим границу 1Q . Если 1Qz  , то 

выполняются соотношения (4), (5). В силу усло-
вий 2), 4) теоремы 1, соотношений (4), (5), (6) 
производная функции  zV 

1  в силу системы (2) 
на множестве 1Q  удовлетворяет неравенству: 

  01  zV . 
Рассмотрим границу 2Q . Если 2Qz  , то 

выполняются соотношения 
   0FxcT , (18) 
 xcrxl TT 1  . (19) 

Используя условие 2) теоремы 1, условие 1) 
теоремы 3 и соотношения (18), (19), (17), найдем 
производную функции  zW 

1  в силу системы 
(2) на множестве 2Q  

      
   




22

1
1

1
2




xс
xсxlzW

T

T
T

       


 




 20

0 Frxс
d

dF T  

     
       








rs
kF

kF
12

0
2

0

1




  

   021
00

21    mrF . (20) 
Рассмотрим границу 3Q . Если 3Qz  , то 

выполняются соотношения: 
   0FxcT , (21) 
 xcxl TT 1  . (22) 
В силу условий 2), 3), 4) теоремы 1, условия 1) 
теоремы 3 и соотношений (21), (22), (9) произ-
водная функции  zV2  в силу системы (2) на 

множестве 3Q  удовлетворяет неравенству: 
  02 zV . 

Рассмотрим границу 4Q . Если 4Qz  , то 
выполняются соотношения: 
       FxcF T

0 , (23) 
 xcrxl TT 1  . (24) 
Используя условия 2), 3) теоремы 1, соотноше-
ния (23), (24), (17), найдем производную функ-
ции  zV2  в силу системы (3) на множестве 4Q  

  





 
















  2122

2

12 raxсaazV T

  
   






 


 rM
xс

xс
T

T

3012
1

221






   0
1

2
22

2
2

0 



 




m
kmM . (25) 

Рассмотрим функцию      0xczM T  
 , где  0  удовлетворяет условию 3) тео-

ремы 3. Пусть     ,0,0: 2 rzVzMzL    
  

001 ,0 zV , тогда в силу соотно-
шений (6), (9), (20), (17), (25) множество L  явля-
ется положительно инвариантным по перемен-
ным 21, xx . 

 Используя функцию      xczM T , 
где    удовлетворяет условию 2) теоремы 3, 
определим множество      zWzMzD 1,0:  

   002 ,0,0 rzV . В силу соот-
ношений (6), (9), (20), (17), (25) множество D  
является положительно инвариантным по пере-
менным 21, xx . 

Из условия теоремы 1, nlcrang  2, , сле-

дует, что для матрицы clcB 1,    сущест-

вует обратная матрица 1B . В системе (2) сдела-
ем замену переменных    qxBx T 

 ~1
, 

 21,qqcolonq  , 22
rq  ,    

01 2
1 Fq  

 00  F , qxBx T ~ , получим: 11
~ qxxcT  , 

  22
1 ~ qxxcl

T
  . После сделанной замены 

переменные x~  переобозначим через пере-
менные x . 

Рассмотрим множества 0PQG  ,  :0 zP   
0:   ,    PDLQG  ,   0: zP  

 , в силу неравенства     021     
для   00;  получим, что любая траекто-
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рия     ttx , , начинающаяся при 0t  на мно-
жестве G , попадает через конечное время xt  на 
множество G . Введем отображение G  в G  со-
отношением:      00 ,,  xtxxT . Пусть S  
отображение сдвига фазового пространства [6], 
определенное равенством:      ,, xxS . 
Отображение ST непрерывное,   0PGST  . 
Если   Gx 0, , то    00 ,,  xxST  . Для 
множества   GxxQ  0,:   определим ото-
бражение U :   xxUQx  . Отображение U  
определяет векторное поле   UxxxS 0  на 
границе Q  ограниченной области Q . Для век-
торного поля 0S  рассмотрим линейное вектор-

ное поле    xSxxS 12  ,   xxS 1 , 2
3 1

1
xx  , 

22 41 xx  . Пусть    
 

 
 xS
xS

xS
xSxS

2

2

0

0
3  , тогда 

в силу свойств множеств Q , L , D , получим, 
что для любого Qx   справедливо неравенст-
во:   03 xS , следовательно, вращения вектор-
ных полей 0S  и 2S  на Q  одинаковы [11]. Вра-
щение  QS ,2  линейного векторного поля 2S  
на Q  определяется соотношением:  QS ,2  

01 [11]. В силу теоремы 5.15 [11] оператор 
U  на Q  имеет по крайней мере одну неподвиж-
ную точку Qx * , ** xUx  . Точка  0

*,x  яв-
ляется неподвижной для оператора ST , 

   0
*

0
* ,,  xxST  . Из определения отображе-

ний T  и S  для решения с начальным условием 
 0

*,x  вытекают равенства:   *
* xtx x  ,  *xt  

0  . Система (2) имеет седловой предель-
ный цикл второго рода [7], содержащийся во 
множестве Q . 

Аналогично теореме 3 доказывается сле-
дующее утверждение. 

Теорема 4. Пусть для системы (2) выполне-
ны условия теоремы 2 и справедливы утвержде-
ния: 

1) система уравнений (3) при 01  , 
23 , 12  r , 1

1
s , 21 k  

имеет предельный цикл второго рода   00  F , 
      0FF  для любого   ; ,  0M  

 
 






 0; 00

max F ;  

2) система уравнений (3) при 23
1

 , 
23 , 12  r , 1

1
s , 21 k  

имеет решение     tty , , определяющее функ-
цию   , для которой выполняются неравен-
ства:       00 F ,      k  

02  m  при   00 ; ,  


max  

0 M ; 
3) система уравнений (3) при 01  , 

23 , 12  r , 1
1

s , 21 k  
имеет решение     tty , , определяющее функ-
цию  0 , для которой выполняется неравен-
ство:       0F  при   00 ; , 

 
  00; 00

min m





; 

4) 
 

3
0

22
2

2
0

01 1
2

















M

m
kMmm ,

01
13   a ; 

тогда система (2) имеет два отрицательных пре-
дельных цикла второго рода. 

Пример. Рассмотрим уравнение (1) в случае 

 
ap
epepK




 21
1 ,  

agp
pK




1
2 ,    sin1 F , 

 
  20

00
2 1

2







a
abF


 . При 01 e , 12 e , 

 
  20

00
2 1

2







a
abF


  уравнение (1) рассмотрено 

в работе [5], в которой показано, что добавление 
частотного кольца с не инвертированной харак-
теристикой частотного детектора приводит к 
расширению полосы захвата. В случае отсутст-

вия частотного кольца   02 pK и  
ap

pK



1

1 , 

уравнение (1) сводится к хорошо изученной сис-
теме второго порядка (3), для которой a1 , 

0s , 0k ,     sin [3]. Если  pK1  

ap
epe




 21 ,  
agp

pK



1

2 ,    sin1 F ,  2F  

  20

00

1
2







a
ab


 , то уравнение (1) приводится к 

системе (2), для которой 






 


01
21 aa

A ,   

0b ,  
g

gaa 1
1


 , 

g
aa

2

2  , 









1
0

c , 1e , 
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a , 












b , ae  2 , 










1

2




d , 1  

1 g , 2
2

 ag . Проверим для системы (2) ус-
ловия теоремы 1. В рассматриваемом случае 
матрица A  – гурвицева и выполняются соотно-
шения: 0bcT ,  0,1 TT lAc , dcT  

01
1  g , ablT  , 2

2
 agdlT  , 

TTT calaAl 21  , 2, lcrang ,  
1

1
1 a  

02
22   a ,  11

2 1   gag . Если 1g , то 
выполняются условия 1), 2), 3) теоремы 1. Пусть 
система (3) при 21

1
 a , 21 a , 

21 k , 11
0

  gbs , 0r  имеет предель-
ный цикл второго рода   0 F ,   F  

  0 k  для любого   ; , тогда в 
силу теоремы 1 система (2) имеет положитель-
ный предельный цикл второго рода.  

Для системы (2) при 1 , 0 , 20 b , 
3.00   получим, что если система (3) при 

a1 , ar 3.0 , 0k , 12  gs , 1g  имеет 
положительный предельный цикл второго рода, 
то система (2) имеет положительный предель-
ный цикл второго рода. На рисунке 1 в области 
параметров  2, a  изображена линия 1[3], ниже 
которой расположены значения параметров гло-
бальной устойчивости в случае отсутствия час-
тотного кольца. Линии 2, 3, 4 получены числен-
ными методами для системы (3) соответственно 
при значениях 5.2g , 8.1g , 3.1g . 
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Рисунок 1 

Выше линий 2, 3, 4 находятся значения парамет-
ров  2, a , при которых система (3) имеет по-

ложительный предельный цикл второго рода. 
Таким образом, добавление частотного кольца с 
инвертированной характеристикой частотного 
детектора привело к сужению полосы захвата. 

Для определения нескольких предельных 
циклов второго рода рассмотрим систему (2) при 

001.0a , 01.1g , 1.0 , 8.30 b , 20  ,   

1.0 ,   21102  . Система (3) при 1  

aa  002.1 , ar 1.02 ,   11.001.18.3 s , 
2k  имеет положительный и отрицательный 

предельные циклы второго рода. На рисунке 2 
верхняя линия определяется циклом  F  сис-
темы (3), нижняя линия соответствует функции 

  , удовлетворяющей условию 2) теоремы 3.  

 
Рисунок 2 

На рисунке 3 нижняя линия определяется цик-
лом  

0F  системы (3) при 01  , верхняя ли-
ния соответствует функции  0 , удовлетво-
ряющей условию 3) теоремы 3.  

 
Рисунок 3 

Численно определяются значения: 43.40 M , 

 
 






 02;00 maxM , 

 
  7.3min 02;00  





Fm . В 

рассматриваемом случае выполняются соотно-
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шения:   11
3 01.1001.0   ag , 02 m , 

 
  1.11min

2;0






m ,  11

2 1   gag ,  

01  , 0b , 0 a . Для системы (2) выпол-
нено условие 4) теоремы 3, в силу теоремы 3 
система (2) имеет положительный седловой пре-
дельный цикл второго рода, содержащийся во 
множестве    ,,: 022    FxFxzQ  

raxx  210 , где r  удовлетворяет неравен-
ству (17).  

На рисунке 4 нижняя линия определяется 
циклом  F  системы (3), верхняя линия соот-
ветствует функции   , удовлетворяющей 
условию 2) теоремы 4. 

 
Рисунок 4 

На рисунке 5 верхняя линия определяется 
циклом  

0F  системы (3) при 01  , нижняя 
линия соответствует функции  0 , удовле-
творяющей условию 3) теоремы 4.  

 
Рисунок 5 

Численно определяются значения: 53.60 m , 

 
 






 00;20 minm , 

 
  


84.5max 00;2




F  

0M . В рассматриваемом случае выполняются 
соотношения: 1

3
 ag , 02 m , M  

 
  9.01max

2;0






,  11

2 1   gag , 1  

0 , 0b , 0 a . Для системы (2) выполне-
но условие 4) теоремы 4, в силу теоремы 4 сис-
тема (2) имеет отрицательный седловой пре-
дельный цикл второго рода, содержащийся во 
множестве       FxFxzQ 202 ,:  

0, 21  axxr , где r  находится из ус-
ловия 4) теоремы 4.  

Заключение. Таким образом, показано, что 
исследование многомерных систем ЧФАПЧ ос-
новано на результатах, полученных для систем 
дифференциальных уравнений второго порядка. 
Получены условия существования нескольких 
вращательных режимов в случае инвертирован-
ной нелинейной характеристики частотного де-
тектора и фильтров первого порядка. Показано, 
что добавление частотного кольца с инвертиро-
ванной характеристикой частотного детектора 
может привести к сужению полосы захвата для 
системы автоподстройки частоты. Для нахожде-
ния дополнительных режимов синхронизации 
могут быть использованы области фазового про-
странства, ограниченные двумя седловыми пре-
дельными циклами второго рода.  
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