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УДК 519.6 

В.Е. Борзых 
К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ПОГРЕШНОСТИ 

ЧИСЛЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ВЫХОДНЫХ СИГНАЛОВ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Предложен способ определения максимальной погрешности численного 
дифференцирования выходных сигналов линейных динамических систем. 
Сущность способа заключается в построении и анализе структурной схемы 
инверсно - сопряженной системы измерения погрешности. Приведены при-
меры расчета погрешностей, которые показывают преимущества предло-
женного способа по сравнению с классическими способами оценки погрешно-
стей. 
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Введение. Задача численного дифференци-
рования состоит в приближенном вычислении 
производных функции )(ty  по заданным в ко-
нечном числе точек значениям этой функции [1]. 

Пусть на интервале ],[ ba  задана последова-
тельность узлов  0 , 0,1,..., ,  it a iT i N  

0  T N b a  и для нее определены значения 
)( ii tyy  . В качестве приближенного значения 

)()1(
ity  можно взять, например, одно из сле-

дующих разностных отношений: 
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Возникающая в результате такой замены ме-
тодическая погрешность характеризуется соот-
ветственно следующими соотношениями: 
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Эти соотношения получены для функции 
)(ty , которая должна быть достаточное число 

раз непрерывно дифференцируемой. 
Однако при обработке выходных сигналов 

динамических объектов требование непрерыв-
ной дифференцируемости функции не всегда 
выполняется. Например, предположим, что опе-
рации дифференцирования подвергается выход-
ной сигнал апериодического звена первого по-
рядка, который является реакцией звена на 
входное воздействие релейного вида. При этом 
оказывается, что в моменты времени, соответст-
вующие переключению полярности входного 
сигнала, на выходе звена сигнал первой произ-

водной будет содержать точки разрыва непре-
рывности. В эти моменты времени значения 
второй производной и всех производных выс-
шего порядка обращаются в бесконечность. По 
этой причине использовать соотношения вида 
(3) и (4) для оценки погрешности дифференци-
рования выходного сигнала апериодического 
звена нельзя. 

Аналогичное затруднение в определении по-
грешностей дифференцирования может возник-
нуть и при обработке выходных сигналов дина-
мических объектов более высокого порядка.  

Целью статьи является разработка способа 
расчета методической составляющей погрешно-
сти для известных способов численного диффе-
ренцирования сигналов. Величина погрешности 
должна быть функционально увязана с шагом 
дискретизации сигнала и параметрами динами-
ческого объекта.  

Постановка задачи. Сигнал )(ty  является 
реакцией линейной динамической системы (ДС), 
которая имеет передаточную функцию  
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где rmn  , ...3,2,1r , на входное воздействие 

)(tx , ограниченное по модулю: 
 Mtx )( . (5) 

Требуется найти наибольшее возможное 
значение методической погрешности численного 
дифференцирования (заданного вида) мгновен-
ных дискретных отсчетов сигнала )(ty , посту-
пающих с периодом 0T . 

Способ решения задачи. Способ основан 
на применении метода инверсно-сопряженных 
систем [2] к анализу погрешностей численного 
дифференцирования сигналов. Метод неодно-
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кратно и успешно использовался автором при 
решении других задач, связанных с анализом 
погрешностей интерполяции и численного ин-
тегрирования сигналов [3, 4]. 

Сущность способа заключается в построении 
и анализе структурных схем измерения погрешно-
сти численного дифференцирования (рисунок 1). 

 
Рисунок 1 – Структурные схемы измерения по-

грешности численного дифференцирования: 
а – прямая система; б – инверсно-сопряженная 

система 

В структурной схеме прямой системы изме-
рения погрешности выходной сигнал )(ty  дина-
мической системы ДС подвергается следующей 
обработке. 

В идеальном дифференцирующем устройст-
ве (ИДУ) вычисляется производная )()( ty m  в 
соответствии с классической методикой опреде-
ления производной порядка m от функции )(ty , 
заданной в аналитической форме. Реальное диф-
ференцирующее устройство (РДУ) определяет 
приближенное значение m -й производной 

)(~ )( ty m , используя одну из формул численного 
дифференцирования. Сигнал погрешности диф-
ференцирования )()( tm  образуется в результате 
нахождения разности между выходными сигна-
лами идеального и реального дифференцирую-
щих устройств. Дискретные значения сигнала 
ошибки запоминаются в ступенчатом интерпо-
ляторе (СИ). 

Блок задержки (БЗ) введен в схему для того, 
чтобы обеспечить при необходимости возмож-
ность управления моментом выборки точного 
значения производной. 

Реальное дифференцирующее устройство 
может быть реализовано на сумматоре, на входы 
которого подаются с определенными весовыми 
коэффициентами значения отсчетов дифферен-
цируемого сигнала. 

Итак, в структурной схеме прямой системы из-
мерения погрешности дифференцирования нам 
известны передаточная функция динамического 
объекта )( pW  (или его импульсная переходная 

функция), вид аналитического выражения для 
РДУ и шаг дискретизации 0T . Требуется найти 

такой наихудший вид входного сигнала )(ˆ tx , 
удовлетворяющий условию (5), при котором в 
момент наблюдения нt  погрешность дифферен-
цирования ),()( ttн

m  достигает своего макси-
мального значения. 

Эта задача решается с применением метода 
инверсно-сопряженных систем. Методика опре-
деления максимальной погрешности сводится к 
следующему. 

1. Строится структурная схема инверсно-
спряженной системы измерения погрешности 
дифференцирования (рисунок 1, б). 

2. Определяется импульсная переходная 
функция ),( ttk н  этой системы. 

3. Для заданной величины нt  находится мак-
симальное значение погрешности 
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4. Определяется абсолютный максимум по-
грешности  
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Примеры расчета погрешности. Рассмот-
рим два примера расчета погрешности опреде-
ления первой производной выходного сигнала 
динамической системы, которая имеет переда-
точную функцию 1

1)(  TppW . Известно, им-

пульсная переходная функция этой системы  

 ))(1()]([)( 1
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T
t

eTpWLtK
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  . (7) 
Пример 1. Пусть приближенное значение 

первой производной вычисляется в РДУ в соответ-
ствии с выражением (1). Структурная схема ин-
версной системы измерения погрешности, которая 
используется в примерах, показана на рисунке 2.  

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2 – Детализированная структурная схема 
инверсно-сопряженной системы измерения 

погрешности численного дифференцирования 
В этой схеме весовой коэффициент реально-

го дифференцирующего устройства 
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первой производной определяются и сравнива-
ются между собой в один момент времени 

0н iTt  , поэтому величина времени задержки 
сигнала в блоке 1БЗ  должна быть равна нулю. 
Блок 2БЗ  задерживает сигнал на величину шага 
дискретизации 0T . 

Подав на вход этой структурной схемы 
дельта-функцию и проанализировав реакцию 
системы на ее воздействие, получим выражение 
импульсной переходной функции  
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График функции ),( ttK н  показан на рисун-
ке 3, а. В точке 0t  функция содержит дельта-
функцию, которая появилась в результате диффе-
ренцирования разрывной импульсной переход-
ной функции (7) динамической системы. Иссле-
дования показывают, что в точке 0Tt   функция 
изменяет знак на противоположный независимо 

от величины отношения T
T0 . Таким образом, 

наихудший входной сигнал )(ˆ tx динамической 
системы должен иметь вид релейного сигнала с 
двумя переключениями. 

 
Рисунок 3 – Графики импульсных переходных 
функций инверсно-сопряженных систем 

измерения погрешности численного 
дифференцирования: 
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Наихудшие траектории изменения вход-
ного и выходного сигналов динамической 
системы показаны на рисунке 4, а. На началь-
ном интервале времени наблюдения амплиту-
да выходного сигнала увеличивается. К мо-
менту )(,)1( 0  iTit  она достигает 
величины M . В этой точке формируется от-
счет 1iy , затем в момент времени 

)0(,)1( 0  ttTit  происходит изме-
нение полярности входного сигнала. В точке 

0iT  формируется следующий отсчет iy , а 
затем в момент времени )0(,0  ttiTt  
знак входного сигнала вновь изменяется. 

Реальное дифференцирующее устройство 
определяет значение первой производной на 

интервале ],)1[( 00 iTTi  , а идеальное – в 
точке )0(,0  ttiT . 

Подставив выражение ),( ttK н  в (6) и 
выполнив интегрирование, получим 
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Обозначив T
T0 , представим эту зави-

симость в виде 
 )1)(1(2
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max    eT . (8) 

Пример 2. Предположим, что прибли-
женное значение первой производной вычис-
ляется в соответствии с выражением (2). В 
этом случае весовой коэффициент реального 
дифференцирующего устройства 

02
1

РДУK T . В схеме измерения погреш-

ности точное значение первой производной 
определяется в точке ,)1( 0Ti   а приближен-
ное – в момент 0н iTt  . Поэтому величина 
времени задержки сигнала в блоке 1БЗ  долж-
на быть равна шагу дискретизации. Блок за-
держки 2БЗ  должен задерживать сигнал на 
величину 02T . 
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Рисунок 4 – Графики наихудших входных и вы-

ходных сигналов динамической системы: 
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Выражение импульсной переходной функ-
ции инверсно-сопряженной системы имеет вид 
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График этой функции показан на рисун-
ке 3, б. В данном случае дельта-функция определена 
в точке 0Tt  . Наихудший входной сигнал )(ˆ tx  
динамической системы имеет вид релейного сиг-
нала с тремя переключениями (рисунок 4, б): два 
переключения в окрестности точки 0)1( Tit   и 
одно в точке 0)2( Tit  . 

Подставив выражение ),( ttK н  в (6) и вы-
полнив интегрирование, получим 

 )]1(2)1[(1 )2

0

)1(
max

    eeT . (9) 

Расчеты погрешностей (при малых значени-
ях  ), выполненные по формулам (8) и (9), дают 
практически одинаковые результаты (таблица 1). 
Такой вывод не согласуется с классическим 
представлением о погрешностях: формула (2) 
имеет более высокий порядок точности по срав-
нению с (1). Близость результатов объясняется 
тем, что во втором примере приближенное зна-
чение производной определяется по двум отсче-
там, которые смещены по времени на больший 
отрезок (т. е. на величину 02T ). Это приводит к 
созданию более благоприятных условий для на-
копления погрешности. 
Таблица 1 

 
Замечание. В рассмотренных примерах оп-

ределены наихудшие входные сигналы для ди-
намического объекта (7), которые приводят к 
эффекту накопления сигнала в структурной схе-
ме измерения погрешности. Такой же эффект 
накопления погрешности можно получить, если 
на вход объекта вместо сигнала )(ˆ tx  подать ин-

версный сигнал )(ˆ tx . 
Теоретические результаты, полученные в 

статье, подтверждены экспериментальными ис-
следованиями погрешностей численного диффе-
ренцирования с использованием системы 
MATLAB.  

Методика исследования сводится к выпол-
нению ряда шагов алгоритма. 

 

1. Генерирование значений временного ряда. 
В таблице 2 показаны отсчеты выходного сигна-
ла апериодического звена первого порядка 
(Т=10). Шаг дискретизации в этой последова-
тельности 01.0t . Такой шаг выбран для 
имитации работы идеального дифференцирую-
щего устройства. В реальном дифференцирую-
щем устройстве используется шаг дискретиза-
ции 10 T , поэтому 1.0 . 
Таблица 2 
i  0 1 2 … 99 100 

it  0 0.01 0.02 … 0.99 1 

)( ity  0 -0.0009 -0.0019 … -0.0873 -0.0862 
 

)(* )1(
max0 T  Расчетная 

формула 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 
(8) 0 0.040 0.082 0.123 0.166 0.209 
(9) 0 0.040 0.080 0.120 0.160 0.200 
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2. Определение приближенного значения 

производной. Используя отсчеты с номерами 0  
и 100 , получаем 

-0.0862.
100)*(0.01

)0--0.0862(
1

)(~ 0100)1(
100



 yyy  

 

3. Определение точного значения производ-
ной. Используя отсчеты с номерами 99  и 100 , 
получаем 

0.110.01
)0.0873-0.0862(

1
)( 99100)1(

100  yyy . 
 

4. Вычисление погрешности. Используя ре-
зультаты, полученные на шагах 2 и 3, находим 

196.0~ )1(
100

)1(
100

)1(
100  yy . 

 

5. Сравнение экспериментальных и теорети-
ческих результатов. В таблице 1 для параметра 

1.0  находим 209.0)1.0()1(
max  . Результат, 

полученный на четвертом шаге, не превышает 
эту величину. Это не противоречит теоретиче-
скому выводу. 

Расчеты по шагам (2-5) повторяются для 
всего имеющегося массива исходных данных 
(i = 101, 102, …). 

Заключение. Предложенная методика по-
зволяет найти оценки максимальной погрешно-
сти численного дифференцирования выходных 
сигналов различных динамических систем. Ве-
личина погрешности связывается не с производ-
ными дифференцируемого сигнала, а с парамет-
рами динамической системы. Это позволяет по-
лучить оценки погрешностей даже в тех случаях, 

когда классическая методика не дает конечного 
результата. 

В предложенной методике используется от-
носительно «слабое» ограничение (5), которое 
допускает возможность появления разрывов не-
прерывности во входном сигнале динамического 
объекта. Иногда это может быть недопустимо. 
Для усиления ограничения на характер изменчи-
вости входного сигнала можно, например, на 
входе ДС включить соответствующий фильтр. 

Эффективность практического применения 
методики повышается, если для вычисления зна-
чения функционала (6) используется ЭВМ. Тео-
ретические результаты, полученные в статье, 
подтверждены экспериментальными исследова-
ниями погрешностей численного дифференци-
рования. 
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