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СИНТЕЗ МНОГОМЕРНЫХ АНСАМБЛЕЙ СИГНАЛОВ 

ДЛЯ ГАУССОВСКОГО ДИСКРЕТНОГО КАНАЛА СВЯЗИ 

Рассмотрена постановка задачи формирования сигнального созвездия, 
оптимального по наиболее часто используемому критерию при построении 
систем передачи – критерию минимального среднего байесовского риска. 
Доказано утверждение о возможности синтеза многомерных ансамблей 
сигналов для дискретного канала связи с аддитивным белым гауссовским 
шумом на основе решения оптимизационной задачи с дифференцируемой це-
левой функцией и ограничением. 

Введение. В общем случае на помехоустой-
чивость влияют как вид передаваемых сигналов, 
так и их способ приема [1]. Однако оптимальный 
прием обеспечивает реализацию потенциальной 
помехоустойчивости. Поэтому основным этапом 
оптимизации системы передачи выступает вы-
бор наилучшего ансамбля сигналов. 

При одном и том же способе приема различ-
ные сигнальные созвездия (евклидовы коды) 
обеспечивают различную помехоустойчивость, 
что объясняется особенностями расположения 
границ областей, окружающих каждую из их 
точек [2]. В случае модели канала связи с адди-
тивным белым гауссовским шумом задача опти-
мизации сводится к нахождению такого распо-
ложения сигнальных точек, при котором области 
сигналов имеют наибольшую величину, наибо-
лее близки одна к другой по размерам и при-
ближаются по форме к окружностям. При этом 
решение сводится к известной в многомерной 
геометрии задаче плотнейшей укладки одинако-
вых шаров в заданном объеме [3]. 

Существуют несколько способов формиро-
вания ансамблей сигналов для данной модели 
канала связи. Их можно условно разделить на 
две группы: 1) способы на основе известных 
плотнейших упаковок; 2) способы на основе 
численных методов оптимизации. 

Совместное применение обеих групп спосо-
бов формирования ансамблей сигналов позволя-
ет конструировать созвездия с различной эффек-
тивностью [4], но, к сожалению, не лишает их 
ряда недостатков [5, 6,7]. В связи с чем проблема 
формирования оптимальных созвездий остается 
актуальной и требующей разработки новых ал-
горитмов оптимального расположения точек 
сигнального созвездия, отличных от рассмот-
ренных выше. 

Целью настоящей работы является доказа-
тельство возможности синтеза многомерных ан-
самблей сигналов для гауссовского дискретного 
канала связи путем решения оптимизационной 
задачи, целевая функция и ограничение которой 
оказываются дифференцируемыми, что позволя-
ет создать достаточно эффективный алгоритм 
синтеза. 

1. Формулировка задачи оптимизации ан-
самбля сигналов. Рассмотрим источник, фор-
мирующий последовательность в общем случае 
зависимых дискретных сообщений jS , sNj ,1  
из допустимого множества sN  сообщений. 
Плотность распределения вероятности появле-
ния определенной последовательности из pN  
сообщений на выходе такого источника задается 
в виде [8]: 

      
  




pN

s
p

pN
i

pN

N

i

N
ip

1

SXX
SS

 , (1) 
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 – вероятность появления последова-

тельности  pN
iS , pN

SNi ,1  длительностью pN  
сообщений на выходе источника;  X  – дельта-
функция Дирака многомерного аргумента X . 

С выхода источника сообщение подается на 
кодер сигнально-кодовых конструкций [7] 
(см. рисунок), где сообщению ставится в соот-
ветствие одна из точек jT , tNj ,1  ансамбля 
сигналов размерностью bN  с координатами kj ,T , 

bNk ,1 . 
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Модель дискретного канала связи 

Вследствие детерминированной зависимо-
сти условная плотность вероятности появления 
последовательности точек на выходе кодера при 
поступлении вектора сообщений источника име-
ет вид: 
         XYXY

ST TfpNpN   , , (2) 

где  XTf  – отображение, ставящее в соответст-
вие последовательности сообщений источника 
определенную последовательность сигналов на 
выходе кодера сигнально-кодовых конструкций. 

Сформированные точки передаются по дис-
кретному каналу связи, представляющему собой 
параллельное соединение bN  подканалов. Каж-
дый подканал имеет коэффициенты усиления 

i , bNi ,1  и в нем присутствует аддитивный 
шум с дисперсией in . При этом функция прав-
доподобия      YZ

TT
,ˆ pNpN  такого векторного 

канала полностью определяется свойствами рас-
сматриваемой модели. 

С выхода канала искаженные сигналы по-
даются на декодер сигнально-кодовых конст-
рукций, который принимает решение по опреде-
ленному правилу  ZTf̂  о передаваемой после-

довательности сообщений  pN
iŜ , pN

SNi ,1 . То-
гда условная плотность вероятности принятия 
решения о том, что передавалась определенная 
последовательность сообщений при приеме ис-
каженной последовательности сигналов, имеет 
вид: 
         ZUZU

TS TfpNpN
ˆ,ˆˆ   . (3) 

Построение изображенной на рисунке сис-
темы возможно различными способами. Так раз-
работаны методы, где оптимизируется решаю-
щее правило  ZTf̂  (декодер) при фиксирован-
ном отображении  XTf  (кодер) [1, 2, 6,9] либо, 
наоборот, ансамбль сигналов при заданном ре-
шающем правиле [10,11]. В обоих случаях опти-
мизируется только один из блоков при точном 
задании другого. Поэтому рассмотрим задачу 

оптимизации кодера сигнально-кодовых конст-
рукции при оптимальном декодере в общей по-
становке. 

Наиболее общим критерием при разработке 
систем связи является критерий минимума сред-
него байесовского риска. Его величина для сис-
темы кодер – декодер сигнально-кодовых конст-
рукций имеет вид: 
         XUXUXU

X U
SS

ddCR pNpNBB   ,,
,ˆ , (4) 

где  XU,BC  – функция потерь;      XU
SS

,
,ˆ pNpN  – 

совместная плотность вероятностей последова-
тельности принятых сообщений и последова-
тельности передаваемых сообщений. 

Очевидно, что минимум функционала (4) 
достигается при устремлении мощности переда-
ваемых сигналов к бесконечности. Однако для 
систем связи необходимо выполнение условия 
непревышения некоторой величины средней 
мощностью используемых сигналов. Вследствие 
чего задача оптимизации приобретает вид: 
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где  xM  – математическое ожидание величины 
x ; T  – оператор транспонирования; TE  – мак-
симально допустимая величина средней мощно-
сти ансамбля сигналов. 

Используя уравнение Колмогорова-Чепмена 
[12], совместная плотность вероятностей после-
довательности принятых сообщений и последо-
вательности передаваемых сообщений принима-
ет форму: 
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Подстановкой (1) – (3) в (7) и применением 
фильтрующего свойства дельта-функции, выра-
жение (7) преобразуется к виду: 
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Тогда, используя полученное уравнение, (4) 
представляется в следующей форме: 
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2. Решение задачи для квадратичной 
функции потерь для канала связи без памяти 
и аддитивным белым гауссовским шумом в 
случае источника без памяти. В связи с недос-
татками формализации задачи оптимизации для 
простой функции потерь рассмотрим задачу (5), 
(6) при квадратичной форме: 

     YXYXYX  T
BC , . 

Подобный выбор возможен вследствие 
субъективного характера мер качества удовле-
творения требований потребителя, а также сов-
падения оценок для широкого класса функций 
при определенных условиях [9]. 

В результате (8) преобразуется к виду: 
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Максимум этого функционала по множеству 
правил принятия решений  ZTf̂  при определен-
ном принятом искаженном сигнале Z  можно 
найти, приравняв к нулю первую производной 
подынтегрального выражения, поскольку функ-
ционал дифференцируем, а подынтегральное 
выражение неотрицательно [9]: 
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Таким образом, экстремум функционала (9) 
находится в точке: 
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Это выражение представляет собой матема-
тическое ожидание апостериорной плотности 
вероятности [9], т.к. его числитель – среднее 
значение, определенное по распределению по-
следовательности сообщений источника [12], а 
знаменатель – плотность распределения полу-
чаемых сигналов. Значит, при любом правиле 
кодирования (формы сигнального созвездия) 
оптимальным решающим правилом принятия 
решений о передаваемой последовательности 
сообщений является среднее значение апостери-
орной плотности вероятности передаваемых со-
общений при известном наблюдаемом сигнале 
на выходе канала связи. Данный результат явля-
ется следствием решения задачи (5), (6) как раз-
новидности задачи оценивания при квадратич-
ной функции потерь. 

Раскрытие скобок (9) и равенство единице 
интеграла в последнем слагаемом согласно 
свойству нормировки условных плотностей при-
водит к выражению: 
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Произведение правила декодирования на 
сумму в первом слагаемом согласно (10) равно 
его числителю. Следовательно, приведя подоб-
ные слагаемые, целевой функционал (9) можно 
представить в виде: 
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Последнее слагаемое среднего риска (11) не 
зависит от правила кодирования. Тогда, исполь-
зуя (10), задачу можно представить в виде: 
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с ограничением (6). 
Подынтегральное выражение в полученном 

функционале имеет непрерывный характер при 
условии непрерывности функций правдоподо-
бия. Это предполагает, пусть и не в явном виде, 
а приближенно с помощью градиентных мето-
дов, возможность получения решения данной 
оптимизационной задачи. 

С целью компактности записи перепишем 
(12) в матричном виде: 
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'

T
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fdidi

fdidiR


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 

Z1SZP

SZSP

SZSP

p

pp

pp

NTTS

NTTS

Z
NTTS

(13) 

где  Xdi  – диагональная матрица, главная диа-
гональ которой составлена из элементов вектора 
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X ;      

T

pN
pN

sN
pNpN ppp 










SSSSP ...
21

 – вектор веро-

ятностей появления последовательности сооб-
щений на выходе источника; 

      TN

N

NN p

pN
s

pp SSSS
pN ...21  – вектор последова-

тельностей сообщений на выходе источника; 

          
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TT ff 1ˆˆ ,,Ω SZSZ
TTNTT p
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


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


 





SZSZ

TTTT
,..., ˆ2ˆ  – 

вектор функций правдоподобия; N1  – вектор, 
составленный из единиц, размером N . 

При квадратичной функции потерь функ-
ционал качества (12) зависит от последователь-
ности сообщений. С целью устранения этого 
различия примем, что формируемые источником 
последовательности обладают единичной энер-
гией, т.е.: 

    sN
pN

didi ISS
pp

ΝΝ , 

где  NN di 1I   – единичная матрица размером 
N . 

Тогда, используя свойство транспонирова-
ния произведения матриц и равенство транспо-
нированной диагональной матрицы самой себе 
[13], целевой функционал (13) преобразуется к 
виду: 
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p
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Z
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(14) 

Сформулированная задача (14), (6) на поиск 
оптимального ансамбля сигналов не позволяет в 
общем виде найти решение для произвольного 
распределения вероятностей источника сообще-
ний и функций правдоподобия. Тем не менее 
дает возможность определения оптимального 
сигнального созвездия приближенными метода-
ми вследствие дифференцируемости (14). Глав-
ная трудность при этом – необходимость интег-
рирования в многомерном пространстве, хотя и 
по бесконечным областям. 

Рассмотрим решение задачи оптимизации 
ансамбля сигналов для случая равновероятного 
источника без памяти. Кроме того, предполо-
жим, что кодер сигнально-кодовых конструкций 
также не вносит память, а, следовательно, число 
точек его сигнального созвездия равно числу 
различных сообщений формируемых источни-
ком и кодирование производится только для од-

ного сообщения, т.е. ts NN   и 1pN . Следова-
тельно, согласно такого правила кодирования 
каждому сообщению источника ставится в соот-
ветствие одна из точек сигнального созвездия, 
т.е.: 

  1
iTi f ST  , tNi ,1 . 

Тогда оптимизационная задача (5), (6) пре-
образуется к виду: 
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i
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T
i E

t


1

TT , (16) 

где  TN t
TTTT ...21  – матрица координат сиг-

нального ансамбля. 
Таким образом, решение задачи оптимиза-

ции системы кодер-декодер сводится к поиску 
координат точек сигнального созвездия при ог-
раничении на их суммарную энергию. 

Рассмотрим канал связи с аддитивным гаус-
совским шумом. Вследствие независимости ко-
эффициентов разложения по различным измере-
ниям функцию правдоподобия такого дискрет-
ного канала можно представить в виде [14]: 
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2
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TT YZ
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b
e , 

где  TNb
 ...Λ 21  – вектор коэффи-

циентов усиления дискретного канала связи; 2  
– дисперсия аддитивного гауссовского шума. 

В результате целевой функционал (15) пре-
образуется к форме: 
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3. Доказательство возможности упроще-
ния задачи оптимизации при некоторых ог-
раничениях. Функционал (17) и ограничение 
(16) явно зависят от координат точек сигнально-
го созвездия и имеют непрерывный характер, 
что позволяет применять численные (в том числе 
градиентные) методы для решения задачи фор-
мирования ансамбля сигналов. Однако необхо-
димость интегрирования в многомерном про-
странстве наблюдений существенно увеличивает 
вычислительные затраты. Некоторого упроще-
ния можно добиться, если предположить, что 

02  . Тогда интеграл в функционале (17) 
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преобразуется к сумме по всем точкам ансамбля. 
В связи с эти сформулируем и докажем следую-
щее утверждение, подтверждающее возмож-
ность такого перехода даже в случае отличности 
от нуля дисперсии гауссовского шума. 

Утверждение. Задача на поиск экстремумов 
функционала: 
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, (18) 

при ограничении (16) эквивалентна по решению 
задаче о плотнейшей укладке шаров в много-
мерном пространстве. Характер экстремумов 
определяется величиной отношения квадрата 
минимального евклидова расстояния между точ-
ками к дисперсии гауссовского шума. При этом 
минимумы соответствуют плотнейшей укладке 
при выполнении неравенства: 

  12ln22
min 

d , (19) 

а максимумы при: 

  1  1ln22
min  tNd


. (20) 

Доказательство. Задача о плотнейшей упа-
ковке шаров в многомерном пространстве трак-
туется как поиск такого расположения точек в 
многомерном пространстве, при котором макси-
мизируется квадрат минимального расстояния 
между ними при заданной максимально возмож-
ной сумме квадратов расстояний до центра ко-
ординат [15]: 
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 (21) 

 '

1

''
T

N

i
i

T
i E

t




TT , (22) 

где '
iT  – координаты i -ой точки; '

TE  – макси-
мально возможная сумма квадратов расстояний 
точек до начала координат. 

Функционал (18) получается из (17) заменой 
интеграла по области наблюдений на сумму по 
всем точкам, а также заменой переменной на-
блюдения Z  на координаты точки на выходе 
дискретного канала связи в отсутствии шума. 

Таким образом, для доказательства эквива-
лентности этих двух задач по решению при оди-
наковых ограничениях необходимо найти облас-
ти, где производные функционалов (18) и (21) по 
направлению аргументов функционала (21), т.е. 
по 

     tji
T

jiji Njid ,1,''''
,  TTTT , (23) 

имеют определенный знак [16]. Это свидетель-
ствует о том, что экстремумы обоих функциона-
лов имеют одну и ту же величину, т.к. нули их 
производных будут в этом случае совпадать [12]. 

Производная функционала (21) по перемен-

ным jid ,  представляет собой вектор  
Dd

dd min  

длиной  1
2
1

tt NN , элементы которого опреде-

ляются выражением: 

  
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Nji
dd
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dd
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min,

min,

,
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





 . (24) 

Причем ненулевые элементы соответствуют 
парам точек с минимальным расстоянием между 
ними, а их номера составляют множество NP . 

Наличие ограничения (22) сокращает об-
ласть определения mind , но не влияет на величи-
ну производной функционала. 

Производную функционала (18) найдем ис-
ходя из следующих соображений. Первоначаль-
но преобразуем задачу (18), (16) таким образом, 
чтобы она непосредственно зависела от аргу-
ментов задачи (21), (22). Для этого выразим 
функционал (18) через координаты точек сиг-
нального созвездия на выходе дискретного кана-
ла связи в отсутствие шумов: 

  tii Nidi ,1,Λ'  TT . 
Тогда задача преобразуется к виду [3]: 
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с ограничением (22), где   12' Λ


 diEE TT . 
Используя (23), первая производная функ-

ционала (25) приобретает вид: 
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Производная функционала (25) по направ-
лению производной функционала (21) имеет вид 
[16]: 
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Обозначив экспоненту как: 
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   2
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 , (28) 

на основе выражений для производных (24) и 
(26) равенство (27) преобразуется в форму: 
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где суммирование производится по всем парам 
точек, расстояние между которыми минимально, 
т.е. по множеству NP . 

Далее найдем области постоянного знака 
производной по направлению (29). Дисперсия 
шума и знаменатель (29) всегда положительны. 
Кроме того, если все выражения внутри суммы 
имеют одинаковый знак, то и сама сумма имеет 
тот же знак. Следовательно, определив области, 
где знаки всех числителей внутри суммы одина-
ковы, можно отыскать и области постоянства 
знака производной по направлению в зависимо-
сти от величин дисперсии шума и квадрата ми-
нимального расстояния. Числитель внутри сум-
мы имеет вид: 
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Вынос в каждой из сумм (30) экспонент с 
индексами i  и j  за знак суммы, группировка 
слагаемых, а также обозначение экспоненты, 
соответствующей минимальному расстоянию, 

как   2
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2
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v eE
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  преобразует (30) к форме: 
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Данное выражение представляет собой по-
лином третьей степени относительно перемен-
ной  vEmax , соответствующей минимальному рас-
стоянию. Приравнивание к нулю и решение по-
лученного уравнения дает следующие корни: 
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Поскольку область определения переменной 
   1;0max 
vE , tNji ,1,   согласно (28), то третий 

корень (32) можно отбросить, т.к. он всегда 
меньше нуля. Оставшиеся два корня определяют 

точки пересечения через нуль производной по 
направлению (29). Так как знак при наибольшей 
третьей степени полинома (31) отрицателен, то 
чередование знака начинается с минуса в беско-
нечности [12]. Таким образом, производная 
больше нуля, если     2maxmax ;0 vv EE  , и меньше – 

при     1;2maxmax
vv EE  . Однако найти величину 

второго корня довольно проблематично при 
большом количестве точек. Поэтому оценим 
верхнюю и нижнюю границы величины второго 
корня при произвольном распределении точек. 
Производные второго корня (32) по входящим в 
суммы экспонентам имеют вид: 
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Выражение в первой из квадратных скобок 
(33) идентично подкоренному выражению (32). 
Для нахождения экстремумов приравняем (33) к 
нулю и выразим из (33) подкоренное выражение. 
Тогда его подстановка во второй корень (32) и 
сокращение подобных членов приводит к равен-
ству:    v

np
v EE ,2max  . 

Таким образом, второй корень (32) содержит 
единственный экстремум, причем находящийся 
на границе допустимой области, т.к.  vEmax  соот-
ветствует максимально допустимому значению 
для всех  v

npE , , т.е.     vv
np EE max, ;0 . Величину 

этого экстремума можно найти, учитывая равен-
ство всех расстояний между точками. Причем, 
поскольку при любых других величинах  v

npE ,  
функция (31) имеет большее значение, то экс-
тремум является минимумом. Тогда, предпола-
гая, что   1, v

iiE , tNi ,1 , (31) преобразуется к 
равенству: 
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Группировка слагаемых при различных сте-
пенях экспонент и решение полученного поли-
номиального уравнения дает минимальное зна-
чение второго корня: 

   
1
1

min 2max 



t

tv

N
N

E . (34) 
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Максимальное значение  vEmax  находится 
также на границе допустимой области для про-
изводной по направлению (29). Исследование 
граничных точек [12] показывает, что макси-
мальная величина  vEmax  достигается при равенст-
ве нулю всех экспонент (28) , за исключением 
случая ji  . Тогда на основании (32): 

    21max 2max vE . (35) 
Таким образом, на основании (34) и (35) в 

случае произвольного распределения точек сиг-
нального созвездия производная по направле-
нию (29) имеет положительный знак на интерва-

ле  
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
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1
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E  и отрицательный – 

   1;21max vE . Причем длина второго ин-
тервала не зависит от параметров исходной за-
дачи, а первого определяется только числом то-
чек ансамбля сигналов. 

На основании (28) длины интервалов посто-
янного знака производной по направлению (29) 
можно выразить через отношение квадрата ми-
нимального расстояния к дисперсии гауссовско-
го шума. Таким образом, производная по на-
правлению отрицательна при 

  12ln2;02
min 

d  и положительна при 

   ;1ln22
min

tNd


. Следовательно, функ-

ционалы (21) и (25) на втором интервале имеют 
идентичные максимумы, а на первом – макси-
муму функционала (21) соответствует максимум 
функционала (25). Значит, решению задачи о 
плотнейшей укладке соответствует поиск мак-
симумов на втором интервале и минимумов на 
первом. 

Таким образом, утверждение доказано. 
Данное утверждение доказывает возмож-

ность формирования при соблюдении условий 
(19) или (20) оптимального сигнального созвез-
дия на основе минимизации или максимизации 
соответственно функционала (18) при ограниче-
нии (16). По сути своей условия (19) и (20) опре-
деляют направление изменения величины целе-
вого функционала (18) при сближении или уда-
лении ближайших точек. 

Выводы. В работе сформулирована задача 
совместной оптимизации кодера и декодера сиг-
нально-кодовых конструкций для дискретного 
канала связи по критерию минимума среднего 
байессовского риска. Использование функции 
потерь квадратичной формой позволила свести 
задачу формирования ансамбля сигналов к не-

прерывному виду. Тем не менее необходимость 
многократного интегрирования по пространству 
наблюдений делает невозможным оптимизацию 
при большом числе измерений, поскольку в об-
щем виде первообразной целевого функционала 
не существует. 

В случае гауссовского шума и равновероят-
ного источника сообщений задачу можно упро-
стить путем перехода от многократного интег-
рирования к сумме по всем точкам сигнального 
созвездия. С целью обоснования такого подхода 
в работе сформулировано и доказано утвержде-
ние, указывающее на идентичность решений за-
дач о плотнейшей упаковке шаров в многомер-
ном пространстве и поиска экстремумов полу-
ченного функционала с ограничением на сред-
нюю мощность сигналов. 
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