
ISSN 1995-4565. Вестник РГРТУ. № 2 (выпуск 44). Рязань, 2013 

 

27 

РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ И ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 

УДК 621.398.694 

В.Г. Андреев, В.А. Белокуров, В.И. Кошелев 
СНИЖЕНИЕ ПОГРЕШНОСТИ УГЛОВОЙ ОРИЕНТАЦИИ  
БЕСПЛАТФОРМЕННЫХ НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ, 

ВЫЗВАННОЙ ДРЕЙФОМ МИКРОМЕХАНИЧЕСКИХ ГИРОСКОПОВ 

Предложен и исследован метод аппроксимации процесса дрейфа микро-
механических гироскопов переопределенной авторегрессионной моделью  
с большой (50…150) глубиной переопределённости с последующим вычисле-
нием коэффициентов модели малого (2…4) порядка. Полученные в результа-
те редукции авторегрессионные коэффициенты включаются в фундамен-
тальную матрицу для решения задачи линейной калмановской фильтрации. 
Моделирование на примере данных навигационного датчика ADIS16405 пока-
зывает, что использование переопределённой модели второго порядка даёт 
возможность повысить точность определения крена, курса и тангажа на 
величину от 3° до 10° по сравнению с описанием процесса дрейфа в виде 
обычно используемой марковской модели первого порядка. 

Ключевые слова: дрейф гироскопов, гировертикаль, линейная авторег-
рессия, моделирование временных рядов, переопределённая система уравне-
ний Юла-Уолкера. 

Введение. Сигналы с выходов гироскопиче-
ских датчиков бесплатформенных инерциальных 
навигационных систем (БИНС) подвержены ис-
кажению паразитным дрейфом, который харак-
терен для большинства гироскопов [1], в частно-
сти, для исследуемого ниже микромеханическо-
го датчика ADIS16405. Борьба с дрейфом сво-
дится, как правило, к его компенсации на этапе 
обработки навигационных данных с помощью 
калмановской фильтрации. Для корректного 
представления элементов фундаментальной мат-
рицы на этапе начальной выставки БИНС необ-
ходимо определять параметры дрейфа гироско-
пов [1]. Обычно для этого используется линей-
ная авторегрессионная (АР) модель первого 
(p = 1) или второго (p = 2) порядка p [1]. Это 
фактически предполагает аппроксимацию про-
цесса дрейфа гироскопов одно- или двухсвязной 
марковской моделью [1]. Однако, как показали 
натурные эксперименты, проведенные с БИНС, 
построенной на датчике ADIS16405, связность 
процесса дрейфа, оцененная разными методами, 
имеет большие значения, достигая величин 10 и 
более. Так, например, при анализе вектора 
[1; a1; a2; …; ak; … ; ap] авторегрессии (нормиро-

ванного к своему верхнему элементу крайнего 
левого вектора-столбца обратной к корреляци-
онной матрице R процесса дрейфа) выявилось, 
что модуль │ak│ коэффициентов авторегрессии 
не уменьшается с ростом k и продолжает быть 
сопоставимым с единицей при k > 10. Следова-
тельно, используя более точную многосвязан-
ную марковскую модель дрейфа гироскопов, 
можно рассчитывать на повышение точности 
угловой ориентации бесплатформенной навига-
ционной системы. 

Однако рост порядка p аппроксимирующей 
процесс АР-модели приводит к значительному 
возрастанию размерности вектора состояния ли-
нейного калмановского фильтра. Так, для p = 2 
размерность вектора состояния возрастает до 9. 
А её дальнейшее наращивание p приводит к вы-
числительным затратам, которые проблематично 
реализовать в реальном масштабе времени. 

В статье предлагается альтернативный под-
ход к расчёту коэффициентов ak авторегрессии, 
описывающих процесс дрейфа микромеханиче-
ских гироскопов БИНС, основанный на построе-
нии переопределенной АР модели с большой 
(c = 50…150) глубиной с переопределённости с 
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последующим ее использованием для пересчета 
в коэффициенты модели небольшого (p = 2…4) 
порядка. 

Отметим, что расчёт коэффициентов ak пе-
реопределённой модели производится однократ-
но на этапе начальной выставки, что в значи-
тельной мере снимает ограничения на вычисли-
тельные затраты, необходимые для вычисления 
ak. Это обусловлено тем, что решение задачи ли-
нейной калмановской фильтрации навигацион-
ных данных критичено лишь к порядку p модели 
дрейфа гироскопов, а не к значениям её пара-
метров ak, включаемых в фундаментальную мат-
рицу. 

Цель работы – использование переопреде-
ленной авторегрессионной модели с большой 
(c > 50) глубиной переопределённости для вы-
числения коэффициентов АР-модели малого 
(p = 2…4) порядка в интересах аппроксимации 
дрейфа микромеханических гироскопов. 

Постановка задачи. Определив допусти-
мый порядок p АР-модели по приведенным вы-
ше критериям реализуемости линейной калма-
новской фильтрации навигационных данных в 
реальном масштабе времени на имеющихся вы-
числительных средствах, оптимизируем пара-
метры a1; a2; …; ak; … ; ap. Известно [2], что ав-
токорреляционная последовательность rk про-
цесса на выходе АР-модели связана с ее пара-
метрами ak нормальным уравнением Юла-
Уолкера для АР-процесса: 
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или в компактной форме: 

 21 
  

 
R i

a
 (2) 

где R=[ri−j] – корреляционная (р+1)(р+1) - мат-
рица моделируемого процесса дрейфа, элемен-
тами которой, в силу её теплицевости [2], служат 
автокорреляционные коэффициенты, a=[aj] – ис-
комый р-мерный вектор-столбец коэффициентов 
авторегрессии; i=[1; 0; ... ; 0]T – крайний левый 
(р+1) - мерный вектор единичной матрицы, 2 – 
дисперсия входного возбуждающего процес-
са un, являющегося белым гауссовским шумом. 

Искомый вектор a авторегрессионных ко-
эффициентов из (2) можно выразить как: 
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R i, 

  
 a

 (3) 

где  выбирается так, чтобы компонента a0 век- 

тора-столбца решений оказалась равной едини-
це, поэтому (3) принимает следующий вид [3]: 
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Отметим, что полученный на выходе фор-
мирующего фильтра комплексный временный 
ряд yn может быть в значительной степени чув-
ствительным к точности определения коэффици-
ентов rk автокорреляции, адекватная оценка rk 
которых по ограниченной (N = const) экспери-
ментальной выборке длиной N проблематична. 

Ошибки в оценках rk коэффициентов rk кор-
реляции приводят к появлению ложных выбро-
сов [4] в спектральной плотности мощности 
(СПМ) моделируемого процесса yn на выходе 
микромеханического гироскопа во время на-
чальной выставки БИНС. 

Предлагается для устранения гиперчувстви-
тельности искомых АР-параметров ak к точности 
оценок rk вычислять коэффициенты sk

a  авторег-
рессии из переопределенной системы уравнений 
Юла-Уолкера, которая имеет вид [2]: 

 

0 1
2

1 0 1

1

1 0

1

1
0

,

0

p

p

s

p p

sp

s s s p

r r r
r r r

a
r r r

a
r r r

 





 

 
                                 
  

  
  
  
    
  
  

 (5) 

где (s − p) – глубина с переопределенности сис-
темы уравнений Юла-Уолкера. Предполагается, 
что s > p. В случае нахождения вектора as АР-
параметров по переопределённой системе (5) 
линейных уравнений её удобно представить в 
следующем виде [2]: 
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 (6) 

или в более компактной форме: 
 ,s s s R a r  (7) 
где as=[as1, as2, … , ask, … , asp]

T – вектор-столбец 
АР-коэффициентов, рассчитанных на основе пе-
реопределенной системы (6) уравнений Юла-
Уолкера, Rs – оценка (sp) - мерной корреляци-
онной матрицы моделируемого процесса,  
rs – оценка s - мерного вектора-столбца его авто-
корреляции. Для решения уравнения (7) необхо-
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димо преобразовать прямоугольную матрицу Rs 
в квадратную домножением системы (7) слева на 
R*

s
T: 

 * *= ,T T
s s s s sR R a R r  (8) 

где R*
s
TRs – квадратная (p×p) - мерная матрица, 

R*
s
Trs – p - мерный вектор-столбец. 

На основе решения системы (8) нормальных 
уравнений получим значение для вектора as ко-
эффициентов АР-модели: 
 * -1 *= ( ) ,T T

s s s s sa R R R r  (9) 
где (p×s) - мерная прямоугольная матрица  
( R*

s
T Rs)−1 R*

s
T  имеет смысл квазиобратной к Rs 

матрицы [2]. Фактически по критерию наимень-
ших квадратов минимизируются модули коэф-
фициентов εk вектора ε невязки: 
 .s s s ε R a r  (10) 

По (9) находим наилучшее по критерию ми-
нимума квадрата длины εT*ε вектора ε (10) не-
вязки решение (9) [2, 5]. 

При синтезе АР-моделей дрейфа микроме-
ханических гироскопов использование рассчи-
танного по (9) вектора as улучшает качество его 
компенсации по сравнению с применением век-
тора a коэффициентов авторегрессии, найденно-
го по выражениям (3), (4). Покажем это на прак-
тическом примере моделирования процесса yn на 
выходе микромеханического гироскопа во время 
начальной выставки БИНС. 

Экспериментальные исследования. На ри-
сунке 1 приведен пример параметрических оце-
нок нормированного к своему максимальному 
значению экспериментального энергетического 
спектра P(f ) центрированного (с удалённой по-
стоянной составляющей) сигнала на выходе  
одного из гироскопов, полученного с помощью 
находящегося в состоянии покоя датчика 
ADIS16405 фирмы «Analog Devices». При этом 
нормированная к своему максимальному значе-
нию мощность P представлена в относительных 
единицах (отн. ед.), частота f – в Гц, длитель-
ность анализируемой выборки составляла одну 
минуту, интервал Δt дискретизации Δt= 0,0384 с. 

На рисунке 1 обозначены: пунктирной лини-
ей 1 – оценка спектральной плотности мощно-
сти, полученная с помощью обычной АР-модели 
p = 2 порядка, параметры которой рассчитаны по 
формуле (3); сплошной жирной линией 2 – оцен-
ка спектральной плотности P(f ), полученная с 
помощью переопределённой АР-модели, пара-
метры которой были получены по выражению 
(9) при с = 100 и p = 2; сплошной тонкой лини-
ей 3 – контрольный спектр [6], построенный с 
помощью авторегрессионной модели 10-го по-
рядка по формуле (3). 

 

Рисунок 1 – Спектральные характеристики  
данных гироскопов 

Из анализа рисунка 1 видно, что рассмот-
ренные параметрические методы спектрального 
оценивания выделяют доминантную паразитную 
гармонику на частоте f ≈ 6 Гц при p = 2, но более 
близкие к контрольному спектру (сплошная тон-
кая линия 3) результаты даёт предлагаемая для 
использования в навигационной системе пере-
определённая АР-модель (жирная сплошная ли-
ния 2). 

В данной работе предлагается ввести коэф-
фициенты переопределённой АР-модели в мат-
рицу динамики фильтра Калмана. 

При наличии двух измерителей на практике 
широко применяют инвариантную схему обра-
ботки [7], суть которой заключается в формиро-
вании разностных измерений, не содержащих 
искомого вектора и последующего решения за-
дачи оценивания ошибок одного измерителя, 
результаты которой используются для уточнения 
показаний одного из измерителей. 

В качестве измерителей используются: 
– триада гироскопов, по показаниям которой 

вычисляется кватернион qg, определяющий уг-
ловую ориентацию связанной с телом системы 
координат (ССК) относительно географической 
системы координат (ГСК); 

– триада акселерометров и магнитометров, 
по показаниям которых также вычисляется ква-
тернион qAID, определяющий угловую ориента-
цию ССК относительно ГСК. 

При использовании инвариантной схемы об-
работки необходимо определить модель дина-
мики разностных измерений. Разностные изме-
рения получаются в результате определения от-
личий в двух кватернионах: qg и qAID с помощью 
операции кватеринионного умножения   [1]. В 
результате получается кватернион ошибки qe: 
 *

AIDe g q q q ,  

где * – знак кватернионного сопряжения [1]; 
T[1 ]e eq q ; eq  – вектор, состоящий из трёх 
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компонент кватерниона при мнимых единицах 
Гамильтона. 

Кватернион qAID определяется на основе 
матрицы направляющих косинусов [1]. 

Дифференциальные уравнения, определяю-
щие модель изменения во времени t векторной 
части кватерниона qe, имеют вид [1]: 

 3 3
d 0,5( )
d

e
b e gt      

q w q b n
  ,  

где ng – вектор шумов чувствительных элемен-
тов (ЧЭ) по трём осям; δb – дрейф (ЧЭ) датчика 
по трём осям; w3×3b – (3×3)-мерная кососиммет-
ричная матрица с параметрами, определяемыми 
угловыми скоростями вращения объекта в ССК. 

В инвариантной схеме обработки дрейф ЧЭ 
датчика моделируется в формирующем фильтре 
[7] и способ формирования дрейфа включается в 
матрице динамики фильтра Калмана. 

АР-модель второго порядка определяется 
выражением: 
 1 221

,n s n s n ny a y a y       (11) 

где ξn – отсчёты шума процесса. Введя следую-
щие обозначения: 
 1 1nn

x y  ; 2 nn
x y ,  

можно преобразовать выражение (11) к виду: 
 1 2 1n n

x x
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 2 2 111 2 1s s nn n n
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 
     ,  

или в матричном виде: 

 1 1 1

2 2 112

0 1 0n n

s s nn n

x x
x xa a





      
               

.  

При данном векторе состояния (9×9) - мер-
ная матрица F динамики имеет вид: 

 
3 3 3 3 3 3

9 9 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 321

( ) 0,5b

s s

t
a a

  

   

  

   
    
   

w I 0
F I 0 0 I

0 I I
,  

где I – единичная матрица, 0 – нулевая матрица 
мерностью 3×3, w3×3b× – (3×3) - мерная кососим-
метричная матрица угловых скоростей [1]. 

Оценка эффективности. Преимущества 
предлагаемого подхода к моделированию пара-
зитных сигналов на выходе гироскопов выявле-
ны путём натурного моделирования работы 
предлагаемого и известного алгоритмов, реали-
зованных в системе обработки сигналов бес-
платформенной системы ориентации, созданной 
на базе навигационного датчика ADIS16405. Ре-
зультаты натурного моделирования крена пока-
заны на рисунке 2. 

Данные для курса и тангажа носят анало-
гичный характер. На рисунке 2 сплошная кривая 

1 соответствует использованию предлагаемого 
метода моделирования дрейфа ЧЭ, пунктирная 
линия 2 соответствует моделированию дрейфа 
ЧЭ односвязным марковским процессом. Сим-
волом N обозначены интервалы дискретизации. 

 
Рисунок 2 – Результаты натурного моделирования 

Оценка эффективности предлагаемого под-
хода производилась по сопоставлению углов 
ориентации, полученных по показаниям акселе-
рометров, с одной стороны, и углам ориентации, 
вычисленным в результате работы инвариантно-
го фильтра Калмана с матрицей динамики F. 
Эксперименты показали, что в интервалах 
N = 400…500, когда вектор ускорений с триады 
акселерометров был равен ускорению свободно-
го падения, сплошная кривая 1 фактически по-
вторяет показатели крена, полученного на осно-
ве обработки данных акселерометров, с точно-
стью до 1º. В то же время абсолютная ошибка 
измерения угла крена известным методом (пунк-
тирная линия 2 на рисунке 2) при использовании 
односвязной марковской модели для аппрокси-
мации процесса дрейфа гироскопа составляет 
величину от 3º до 10º. 

Выводы. Таким образом, предлагаемый  
модифицированный метод оценки коэффициен-
тов переопределенной АР-модели навигацион-
ных сигналов БИНС на выходе микромеханиче-
ских гироскопов дает возможность существенно 
(до десятка раз) повысить точность измерения 
углов ориентации подвижного объекта по срав-
нению с известным подходом, основанным на 
односвязной марковской модели гироскопиче-
ского дрейфа. 

Выигрыши достигаются за счет более точно-
го определения коэффициентов askавторегресси-
онной модели дрейфа с последующим их введе-
нием в матрицу F динамики фильтра Калмана. 
Так, например, при c = 100, p = 2 удаётся повы-
сить точность определения углов ориентации в 
3…10 раз, снизив абсолютную погрешность из-
мерения c 3…10° до 1°. 
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В.Т. Дмитриев, Д.С. Семин, Э.В. Акопов, П.И. Манзадей 
АЛГОРИТМЫ ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТИ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 

ТРАЕКТОРИИ ОБЪЕКТОВ КОСМИЧЕСКОГО МУСОРА ПУТЕМ 
КОМПЛЕКСИРОВАНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Представлен алгоритм повышения точности оценки траектории объ-
ектов космического мусора путем комплексирования результатов измере-
ний, полученных от различных источников. Применение представления  
Хургина – Яковлева при обработке траекторных измерений позволило увели-
чить точность интерполяции траектории в 1,3 раза по сравнению с алго-
ритмом интерполяции на базе теоремы В.А. Котельникова. 

Ключевые слова: исследование околоземного пространства, интерполя-
ция траекторных измерений, комплексирование данных, представление  
Хургина – Яковлева. 

Введение. Одной из основных проблем со-
временных космических систем является при-
сутствие на орбите большого количества ме-
шающих объектов техногенного происхожде-
ния, представляющих опасность для функцио-
нирования действующих космических аппара-
тов. Единственной мерой борьбы с объектами 
космического мусора (ОКМ) является коррек-
тировка орбиты действующих аппаратов. По-
этому в настоящее время создана Междуна-
родная научная оптическая сеть наблюдений за 
околоземным космическим пространством с 
целью обнаружения и измерения параметров 
траектории движения вредоносных объектов 
[1…4]. Оценка параметров траектории движе-
ния ОКМ связана с наличием погрешностей 
измерений, связанных как с аппаратурой, так и 
искажениями, вызванными атмосферой. Дру-
гой особенностью проведения измерений явля-
ется наличие избыточности получаемых дан-
ных (при проведении измерений в различных 
диапазонах или с разных станций наблюде-

ний), что связано с особенностями реальной 
работы технических средств. Данные особен-
ности позволяют повысить точность траектор-
ных измерений за счет использования алго-
ритмов математической обработки сигналов, 
позволяющих осуществить комплексирование 
данных, полученных из различных источников 
[5, 6]. 

В работе для увеличения точности восста-
новления параметров траектории движения 
ОКМ предложено использовать алгоритм Хур-
гина – Яковлева, позволяющий комплексировать 
данные о координате и скорости движения ОКИ, 
полученные из различных источников. 

Цель работы. Разработка алгоритма интер-
поляции параметров траектории ОКМ по дан-
ным о положении и скорости движения, полу-
ченным с наземных станций наблюдения. 

Представление Хургина – Яковлева. В 
общем виде представление Хургина - Яковлева 
позволяет получить разложение функции ( )f t  с 
верхней частотой F в виде [7]: 
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0
( ) ( )

(sinc )( ) ,
!

N
k

k n
N

k

f t f Nn

t Nn
k


 

 

  

  


 (1) 

где sinc( ) sin( ) / ,    ( ) / ,t Nn N      
( ) ( )kf Nn  – k-я производная функции, 

1/ 2F   – величина интервала между момен-
тами отсчетов, определенных по теореме 
В.А. Котельникова. 

Так как в задаче интерполяции траектории 
движения ОКМ известны только координаты f  
и скорость движения f  , то целесообразно ис-
пользовать алгоритм Хургина – Яковлева при 
N = 2. Подобное представление дает возмож-
ность восстановить функцию с финитным спект-
ром, сосредоточеным внутри интервала 
( / ; / )    , через отсчеты этой функции и 
ее первой производной, следующие через рав-
ные интервалы 2  [7]. Интерполированный 
сигнал может быть восстановлен по формуле: 
 1 2( ) ( ) ( )f t f t f t  , (2) 

Где  2
1( ) (2 )sin ( 2 ) / 2

n

f t f n c t n




    , 

 2
2 ( ) (2 )( 2 )sin ( 2 ) / 2f t f n t n c t n      . 

Данная запись может быть интерпретирова-
на как сумма сигналов, полученных с выходов 
фильтров, со следующими импульсными харак-
теристиками: 
 2

1( ) sinc ( / 2 )h t t  , (3) 

 2
2 ( ) s inc ( / 2 )h t t t  .  

Оценка точности вычисления производ-
ной сигнала. При проведении траекторных из-
мерений в оптическом и инфракрасных диапазо-
нах наземные станции могут оценивать только 
координаты ОКМ, поэтому необходимо рас-
смотреть методы оценки скорости движения ис-
следуемого объекта в различных точках по его 
координатам. Рассмотрим различные методы 
оценки производной сигнала: 

1) конечно-разностный алгоритм основан на 
определении производной ( )f t  функции ( )f t  [8] 
в виде: 
 

0
( ) lim(( ( ) ( )) / )

t
f t f t t f t t

 
      , (4) 

при конечном шаге дискретизации t  из (4) мо-
гут быть получены следующие конечно-
разностные формулы: разность вперед (правая 
разность); 

2) алгоритм,   основанный  на  полиномиаль- 

ной интерполяции, реализуется с помощью мно-
гочленов Лагранжа и Стирлинга [6] методом ме-
ханических квадратур [7]. Метод состоит в по-
строении полинома n-й степени, обладает невы-
сокой точностью при использовании их на час-
тоте В.А. Котельникова, но при увеличении час-
тоты дискретизации точность получения отсче-
тов производной возрастает и в пределе сходит-
ся к истинному значению; 

3) алгоритм в частотной области основан на 
получении оценки производной в точке it  с ис-
пользованием прямого и обратного дискретного 
преобразования Фурье: 
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0

1( ) ( ( ) exp( ))
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i np n n
k

f t S j i t
K

 




       ,  (5) 

где ( )np nS   – дискретное преобразование Фурье-
сигнала; 

4) алгоритм во временной области, основан-
ный на разложении сигнала в ряд Фурье: 
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 (7) 

2
n n

K
   , K – интервал обработки. 

Алгоритм во временной области по точно-
сти определения идентичен алгоритму в частот-
ной области. В пределе при бесконечном коли-
честве отсчетов алгоритмы во временной и час-
тотной области дают сходимость к истинному 
значению производной. 

На рисунке 1 представлены зависимости 
СКО   восстановления сигнала [9] от нормиро-
ванной частоты /н д KF F F  ( дF  – частота дис-
кретизации, KF  – частота Котельникова) для 
различных алгоритмов получения отсчетов про-
изводной: кривая 1 – при использовании поли-
номиальной интерполяции многочленом четвер-
той степени; 2 – в частотной области или 3 – с 
помощью разложения в ряд Фурье; кривая 4 – 
при использовании аналитической производной.  

Кривая, соответствующая конечно-разност-
ному алгоритму на рисунке 1, не приводится 
ввиду значения СКО более 3 %. Доверительный 
интервал для данных зависимостей не превышал 
0,03 % при вероятности 0,99 %. 
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Рисунок 1 – Зависимости СКО восстановления 
сигнала от нормированной частоты 

Сравнение велось с качеством восстановле-
ния при использовании аналитической произ-
водной. Исходный сигнал состоял из набора си-
нусоид с различной частотой и амплитудой, 
обеспечивающих возможность получения про-
изводной в аналитическом виде: 

 
0

( ) sin( )
V

n n n
n

f t a t 


    , (8) 

где V – количество синусоид в сигнале, которое 
изменялось от 10 до 50. Амплитуда синусоид 
изменялась случайным образом по равномерно-
му закону. При исследованиях использовалась 
выборка 500 сигналов, полученных согласно вы-
ражению (8), длительностью 256 отсчетов. 

Как следует из анализа зависимостей, пока-
занных на рисунке 1, наиболее точные результа-
ты получаются при использовании алгоритма в 
частотной области или разложении в ряд Фурье. 
В то же время основная доля ошибки производ-
ной, полученной в частотной области, сосредо-
точена в высокочастотной части спектра, что 
позволит получить еще более точные оценки 
производной при использовании сигналов, ос-
новная энергия которых сосредоточена в низко-
частотной области. Одним из таких сигналов 
является отраженный от ОКМ сигнал в видимом 
и инфракрасном диапазонах частот. 

Применение полиномиальной интерполяции 
при высокой частоте дискретизации (1,3…1,5 нF ) 
дает близкое приближение к аналитической про-
изводной, однако при уменьшении частоты дис-
кретизации точность резко уменьшается. Как 
показали исследования алгоритма, основанного 
на полиномиальной интерполяции, для получе-
ния того же качества восстановления сигнала 
требуется увеличивать частоту дискретизации в 
1,5…2 раза.  С другой  стороны, оценивалось ко- 

личество операций, требуемых для получения 
отсчетов производной тем или иным методом. В 
таблице сведены формулы вычисления количе-
ства операций при получении производной для 
следующих алгоритмов: 1 – конечно-разностный 
и при интерполяции квадратичным полиномом 
(центральная разность); 2 – при интерполяции 
полиномом четвертой степени; 3 – алгоритма в 
частотной области; 4 – при разложении в ряд 
Фурье.  
Таблица - Количество операций  
для вычисления производной 

№ Количество операций 
1 2 K  
2 6 K  

3 22 logK K K    

4 2 1,5K K   

Как следует из анализа таблицы, алгоритмы, 
основанные на полиномиальной интерполяции, 
не требуют существенных вычислительных за-
трат, но и не обладают высокой точностью.  

Таким образом, показано, что максимальной 
точностью из рассмотренных обладает алгоритм 
получения производной в частотной области, а 
минимальными вычислительными затратами – 
конечно-разностные алгоритмы. Алгоритмы, 
основанные на полиномиальной интерполяции, 
обладают большей точностью по сравнению с 
конечно-разностными и меньшими вычисли-
тельными затратами по сравнению с алгорит-
мом, основанном на разложении в ряд 
В.А. Котельникова [9]. На основании данных 
рассуждений наиболее эффективным является 
использование алгоритма получения производ-
ной в частотной области. 

Оценка помехоустойчивости алгоритма 
интерполяции траекторных измерений. Про-
анализируем влияние помех на качество интер-
полированной траектории для сигналов, описы-
вающих положение и скорость движения ОКМ, а 
также сравним предложенный алгоритм с мето-
дом интерполяции по В.А.Котельникову. 

Полагаем, что на вход поступает нормаль-
ный стационарный процесс длительностью 2 K  
отсчетов с равномерным в диапазоне (0, )F  
спектром [10]. При этом полагается, что помеха 
является аддитивным белым гауссовским шумом 
в полосе 0...F , причем реализация шума (2 )H n  
оказывает одинаковое воздействие на каналы с 
отсчетами функции и ее производной.  

Средняя мощность шума на выходе системы 
восстановления сигнала при использовании тео-
ремы В.А. Котельникова равна: 
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Определим среднюю мощность шума на вы-
ходе алгоритма интерполяции на основе пред-
ставления Хургина – Яковлева в виде: 
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 (10) 

где   – отношение средних мощностей интер-
полируемого сигнала и его производной. 

Тогда выигрыш в отношении сигнал-шум 
алгоритма интерполяции на основе представле-
ния Хургина – Яковлева по сравнению с пред-
ставлением В.А. Котельникова для введенных 
выше моделей сигнала и шума равен: 
 2 2

.1 .0/ 3 / (2 6).ш шQ P P        (11) 
На рисунке 2 показано отношение мощно-

стей шума на выходе алгоритма интерполяции 
на основе теоремы В.А. Котельникова к мощно-
сти шума на выходе алгоритма интерполяции с 
использованием представления Хургина – Яков-
лева от коэффициента . Как следует из анализа 
этой зависимости, выигрыш в рассматриваемых 
системах достигается при 0,6  . 

 

Рисунок 2 - Зависимость выигрыша  
в отношении сигнал-шум  

для представления Хургина - Яковлева  
от отношения средних энергий параметров  

координат и скорости движения ОКМ  

Выводы. Проведенные исследования пока-
зали целесообразность использования представ-
ления Хургина – Яковлева в алгоритмах интер-
поляции траектории ОКМ на основе измерений 
параметров движения с целью увеличения поме-
хоустойчивости по сравнению с использованием 
ряда В.А. Котельникова. При этом выигрыш по 
помехоустойчивости при действии белого гаус-
совского шума может достигать 1,3 раз. 

Работа выполнена при поддержке гранта 
Президента № 14.132.21.1439 от 19 октября 
2012 г., Соглашения о предоставлении гранта 
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УДК  621.396.933 

Е.В. Герман, А.А. Логинов, М.Б. Никифоров 
КЛАССИФИКАЦИЯ И ИССЛЕДОВАНИЕ МЕР ИНФОРМАТИВНОСТИ 

ИЗОБРАЖЕНИЙ ПОДСТИЛАЮЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ  
В КОРРЕЛЯЦИОННО-ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ  

НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМАХ 

Предлагаются классификация и сравнение мер информативности в це-
лях корреляционно-экстремальной привязки изображений подстилающей по-
верхности в навигационных системах. Производится выбор мер, наилучшим 
образом отвечающих задаче корреляционно-экстремальных навигационных 
систем. Показано, что наиболее подходящими для решения поставленной за-
дачи являются энтропия и отношение «объект/фон» изображения.  

Ключевые слова: информативность, корреляционно-экстремальная на-
вигационная система, энтропия. 

Введение. Определение местоположения 
летательного аппарата (ЛА) – задача, занимаю-
щая в современной авионике первостепенную 
позицию. Традиционно роль навигационной сис-
темы выполняла инерциальная навигационная 
система (ИНС) на основе гироскопических эле-
ментов. Наиболее перспективными и динамично 
развивающимися в данной области в настоящее 
время являются спутниковые навигационные 
системы (СНС) и корреляционно-экстремальные 
навигационные системы (КЭНС). Определение 
местоположения ЛА с помощью СНС основано 
на определении дальности до некоторого коли-
чества спутников с заранее известным местопо-
ложением. Такой способ достаточно точен, но 
имеет ряд недостатков (дороговизна, невозмож-
ность работы на участках с неустойчивой пелен-
гацией спутников, проблемы, связанные с ис-
пользованием во время военных действий и др.). 
Принцип работы КЭНС основан на сравнении 
заранее известного (эталонного) изображения  
с информацией о поле подстилающей поверхно-
сти, полученной от датчиков, и определении  
их взаимного положения корреляционно-экстре-
мальными методами.  

Одним из факторов, влияющих на вероят-
ность и точность корреляционной привязки, яв-
ляется характер текущего и эталонного изобра-
жения, что приводит к необходимости оценки 
навигационной информативности как эталонно-
го (ЭИ), так и текущего (ТИ) изображений. Кро-
ме того, знание информативности эталонного 
изображения необходимо для корректного за-
полнения бортовой базы данных, содержащей 
картографическую информацию о местности или 
цифровую карту местности (ЦКМ).   

Создание единой классификации информа-
ционных признаков изображений является одной 
из задач некоторых разделов теории распознава-
ния образов, теории вероятности, теории алго-
ритмов, классической теории информации и др. 
С другой стороны, мерам информативности изо-
бражений посвящено достаточное количество 
работ, в которых данная задача решается с уче-
том конкретной предметной области. Так, в [1] в 
качестве мер информативности многоспектраль-
ных проекционных изображений используются 
аналоги энтропии для произвольной совокупно-
сти многоградационных изображений, каждое из 
которых получено в определенном спектральном 
диапазоне. В работе [2] предлагается метод раз-
биения изображения на информативные и неин-
формативные участки на основе вычисления 
разности между локальной энергией участка и ее 
непредсказуемостью. Такая мера не требует ап-
риорных знаний о характере изображения. Од-
нако в задаче корреляционно-экстремальной на-
вигации требуется получить оценку не каких-
либо участков, а всего изображения целиком, 
причем данная задача ставится, прежде всего, 
для телевизионных, тепловизионных и радиоло-
кационных изображений. 

Цель работы – разработка классификации 
мер информативности эталонного изображения 
подстилающей поверхности и проведение срав-
нительного анализа применимости данных мер  
к задачам корелляционно-экстремальной нави-
гации. 

Классификация мер информативности. 
Различные определения количественной меры 
картографической информации и информатив-
ности изображения в настоящее время базиру-
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ются либо на результатах статистического ана-
лиза структуры цифрового изображения, обу-
словленной его дискретной природой, либо на 
результатах анализа разнообразия, повторяемо-
сти и структуры геометрических форм, присут-
ствующих в изображении [3]. Таким образом, 
можно провести классификацию мер информа-
тивности, исходя из методов ее определения. 

В общем случае классификация есть способ 
выделения подмножеств объектов – классов, та-
ких, что объекты, принадлежащие к одному 
классу, более сходны друг с другом или подоб-
ны друг другу относительно объектов, принад-
лежащих другим классам. В случае классифика-
ции мер информативности целесообразно выде-
лять подмножества мер на основе метода выде-
ления и анализа структур в изображении. При 
этом под структурами изображения могут пони-
маться как «семантические» объекты изображе-
ния (контуры, текстуры и др.), так и дискретные 
единицы изображения (например, пиксели).   

В зависимости от типов структур изображе-
ния все меры информативности могут быть раз-
делены на 3 класса. Классификация приведена 
на рисунке 1. 

 

Рисунок 1 – Классификация мер  
информативности 

Гистограммные меры основываются на рас-
пределении вероятностей значений яркости изо-
бражения. В этом случае понятие информатив-
ности изображения наиболее приближено к 
классическому, в котором данная мера опериру-
ет обезличенной информацией, не выражающей 
смыслового отношения к объекту. Очевидно, что 
данные признаки подходят только для наиболее 
грубой оценки информативности изображения, 
так как не оперируют его смысловым содержа-
нием.  

Количество информации  на синтаксическом 
уровне определяется через понятие энтропии 
системы, которая является гистограммным при-
знаком первого порядка.  

К линейным мерам можно отнести меры, 
основанные на количественной оценке разнооб-
разия линейных объектов (контуров) изображе-
ния. К таким мерам можно отнести общую дли-
ну контуров изображения, относительную дли-
ну границ между объектами, а также фракталь-
ную размерность линейных объектов изобра-
жения.  

К мерам информативности, основанным на 
количественной оценке разнообразия изображе-
ния, относятся меры, в качестве которых могут 
быть рассмотрены отношение объект/площадь и 
коэффициент самоподобия (фрактальности) изо-
бражения. Данные меры вычисляются по отно-
шению к изображению как к площадному объек-
ту, поэтому являются наиболее точными.  

Рассмотрим подробнее каждую из предло-
женных мер. 

1. Гистограммные меры информативности 
Форма гистограммы распределения частот 

несет много сведений о свойствах изображения. 
Например, узкая гистограмма указывает на низ-
кий контраст.  

Распределение частот первого порядка опи-
сывается простым выражением: 
 ,i ip N M   (1) 
где iN  – число элементов, имеющих i уровень,  

M – общее число элементов.  
Среднее значение определяется как: 

 * ,i
i

i i p  (2) 

где i – уровень квантования. 
Среди всего многообразия гистограммных 

характеристик изображения в качестве мер ин-
формативности могут быть выделены следую-
щие признаки. 

1.1. Энтропия изображения 
 2*log ( ).i i

i
H p p   (3) 

Оценка энтропии К. Шеннона может быть 
вычислена для любого полутонового изображе-
ния. С другой стороны, важное значение при из-
мерении энтропии имеет разделение изображе-
ния на фоновую и информативную части, так как 
необходимо измерять энтропию только инфор-
мативной части изображения. 

1.2. Дисперсия 

 2 2( ) * ,i i
i

i i p    (4) 

где i – уровень квантования. 
Дисперсия случайной величины характери-

зует меру разброса случайной величины около 
ее математического ожидания. Для полутоново-
го изображения вычисляется оценка дисперсии  
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распределения вероятностей оттенков серого. 
1.3. Момент инерции 

 2( ) * ( , ),
a b

B a b P a b   (5) 

где a, b – уровни оттенков серого, P(a, b) – со-
вместное распределение значений яркости. 

Расчет данного показателя производится по 
матрице совместной встречаемости уровней се-
рого тона, которая представляет собой оценку 
плотности распределения вероятности второго 
порядка, полученную по одному изображению в 
предположении, что плотность вероятности за-
висит лишь от взаимного расположения двух 
пикселей. Поскольку число таких матриц может 
быть очень большим и зависит лишь от выбора 
взаимного расположения пикселей, то необхо-
димо дальнейшее упрощение, например усред-
нение некоторого набора матриц.  

2. Линейные меры информативности 
Резкие изменения яркости являются важ-

нейшими признаками, так как они часто опреде-
ляют очертания изображенных объектов. 

Традиционное понимание геометрической 
формы в значительной мере теряет смысл при-
менительно к многотоновым изображениям (с 
количеством уровней яркости, большим двух), в 
которых носителем информации является рас-
пределение уровней яркости по плоскости изо-
бражения, так как при этом может возникнуть 
неоднозначность в определении границ контура. 
Следовательно, перед вычислением значений 
линейных мер информативности необходимо 
проводить предварительную обработку изобра-
жения для преобразования его из полутонового в 
бинарное (изображение с 2 уровнями яркости).  

Можно выделить следующие признаки. 
2.1. Общая длина контуров Nb. 
Методы поиска границ хорошо разработаны 

для полутоновых изображений. 
Исходное изображение подвергается линей-

ной или нелинейной обработке, с тем чтобы вы-
делить перепады яркости. В результате этой 
операции формируется изображение, функция 
яркости которого существенно отличается от 
нуля только в областях резких изменений ярко-
сти  исходного изображения. Правильный выбор 
порога на втором этапе должен производиться из 
следующих соображений. При слишком высо-
ком пороге могут появиться разрывы контуров, а 
слабые перепады яркости не будут обнаружены. 
При слишком низком пороге из-за шумов и не-
однородности областей могут появиться ложные 
контуры.  

Далее на преобразованном изображении 
подсчитывается количество пикселей, принад-
лежащих границам.  

2.2. Относительная длина контуров 
 ( )b bB N M N   (6) 

Относительная длина контуров – более по-
казательный коэффициент, чем общая длина 
контуров. Границы изображения в расчетах не 
учитываются, и из двух граничащих пикселей в 
расчеты включается только один. Этот показа-
тель полезен при выделении максимально одно-
родных изображений, для которых он минима-
лен. Изображение, содержащее максимально 
разнородные участки, характеризуется большим 
значением показателя. 

2.3. Фрактальность линий  
Фрактал – это множества точек в евклидо-

вом пространстве, имеющие дробную метриче-
скую размерность либо метрическую размер-
ность, строго большую топологической. Пример 
фрактала приведен на рисунке 2. 

Для любой линии можно определить ее мет-
рическую (фрактальную) размерность (коэффи-
циент самоподобия): 

 
0

log( ( ))lim ,
log(1 )r

N rd
r

  (7) 

где N – количество частей, на которые разбита 
линия; r – шаг. 

Фрактальная размерность линий является 
обобщением обычной размерности и несет ин-
формацию о самоподобии кривой. В отличие от 
топологической фрактальная размерность может 
быть нецелочисленной.  

3. Меры информативности на основе оценки 
разнообразия 

Полутоновое изображение подстилающей 
поверхности можно рассматривать как законо-
мерное сочетание мозаик элементарных единиц 
территорий. В связи с этим необходимо прово-
дить оценку информативности как каждой из 
данных элементарных единиц, так и всей их со-
вокупности.  

На данный момент разработано множество 
видов сегментации изображения, позволяющих 
выделить на нем однородные участки, что по-
зволяет провести оценку повторяемости всей 
совокупности сегментов.  

Мерой оценки информативности изображе-
ния с точки зрения оценки разнообразия могут 
служить следующие.  

3.1. Фрактальность площадей 
Анализ изображения требует оценки фрак-

тальной размерности для двухмерного случая. 
Здесь применимы те же методы измерения фрак-
тальной размерности, что и для одномерного 
случая. В целом фрактальная размерность хоро-
шо выделяет наиболее однородные территории. 
Изображение с большей фрактальной размер-
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ностью является более информативным, как  
и в случае оценки фрактальности линейного 
объекта. 

 

Рисунок 2 – Фрагмент радиолокационного  
изображения. Фрактальная размерность  

площадных объектов 1,38 

3.2. Отношение «объект/фон» 
 bO M M  (8) 

При расчете данного показателя с целью не-
допущения ситуации деления на ноль в знамена-
теле берется общая площадь изображения, а не 
только ее фоновая составляющая. 

Сравнение выбранных мер информатив-
ности. Для сравнения различных мер информа-
тивности изображений была разработана и ис-
пользована следующая методика. 

1. Проводится серия экспериментальных со-
вмещений ЭИ и ТИ соответствующего объема. 
Выборка текущих изображений составляла 1000 
сюжетов. Для каждого текущего был получен 
набор эталонных изображений как фрагментов 
ТИ, равных 25 % площади. Объем каждого из 
наборов ЭИ составлял 500 изображений. 

2. Корреляционно-экстремальное совмеще-
ние ТИ и ЭИ реализуется с помощью численных 
методов поиска глобального экстремума корре-
ляционной функции, которые имеют настраи-
ваемый параметр, позволяющий регулировать 
качественные характеристики метода: вероят-
ность совмещения и временную сложность алго-
ритма.  

3. Для каждого ЭИ производится вычисле-
ние значений различных мер информативности. 

4. Весь массив ТИ разбивается на группы по 
значению данного критерия. 

5. Для каждой группы вычисляется вероят-
ность совмещения. Проводится регрессионный 
анализ между мерой информативности и вероят-
ностью совмещения, в результате чего получаем 
зависимость между вероятностью совмещения  
и значением меры информативности для дан-
ного ТИ. 

6. Для каждой из мер информативности про-
изводится определение вида и степени зависи-

мости между вероятностью истинного совме-
щения и значением критерия информативности. 

Для сравнения различных мер информатив-
ности была использована максимальная вероят-
ность совмещения, как один из важнейших пока-
зателей качества работы системы корреляцион-
но-экстремальной навигации. Под событием 
удачного совмещения понимается отклонение 
расчетных координат левого верхнего угла ЭИ 
от истинных не более чем на 1/100 величины 
стороны ТИ по вертикали и горизонтали. 

В качестве метода поиска экстремума кор-
реляционной функции были взяты мультистар-
товый метод деформированного многогранника 
(МДМ), модифицированный метод деформиро-
ванного многогранника (ММДМ), генетический 
алгоритм поиска (ГА) [4, 5, 6]. Выбор данных 
методов поиска экстремумов обусловлен высо-
кой степенью их сходимости к глобальному экс-
тремуму, и в то же время степень их сходимости 
существенно ниже 100 %, что позволяет срав-
нить выбранные меры информативности по по-
казателю максимальной вероятности совмеще-
ния.  

Идея метода деформированного многогран-
ника состоит в сравнении значений критериаль-
ной функции в вершинах многогранника и пере-
мещении в направлении оптимальной точки с 
помощью следующей итерационной процедуры.  

Модифицированный алгоритм поиска ло-
кального экстремума, основанный на методе де-
формируемого многогранника, позволяет изба-
виться от эвристических значений коэффициен-
тов отражения сжатия, растяжения за счет более 
точного определения направления линии де-
формации многогранника и анализа поведения 
критериальной функции на данной линии. 

ГА работает с некоторым случайным на-
бором исходных решений, называемых попу-
ляцией особей, в хромосоме (генотип) каждой 
из которых закодировано возможное решение 
задачи (фенотип).  

В данном случае популяция – это случай-
ным образом сгенерированные координаты 
взаимного положения ТИ и ЭИ. Параметрами 
решения рассматриваемой задачи являются 
координаты взаимного положения ТИ и ЭИ, в 
которых целевая принимает максимальное 
значение. 

Каждый из данных методов имеет ряд ха-
рактеристик, изменение значений которых при-
водит к увеличению или уменьшению вероятно-
сти совмещения ЭИ и ТИ, например количество 
стартов в МДМ, размер популяции, количество 
поколений, вид кроссовера и селекции в ГА, ко-
личество вершин многогранника в ММДМ. При 
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проведении исследования настройки  методов 
задавались таким образом, чтобы получить как 
можно больший диапазон значений вероятности 
совмещения.  

Одним из показателей качества меры ин-
формативности является максимальная вероят-
ность совмещения, которая достигается при про-
ведении эксперимента для каждой из мер при 
одних и тех же настройках метода.  

Результаты эксперимента приведены в таб-
лице 1. 

При использовании различных методов по-
иска экстремума корреляционной функции по-
лученные зависимости существенно различают-
ся, однако для всех методов была достигнута 
вероятность совмещения более 0,9 при доста-
точно низкой общей вероятности совмещения. 
Для других мер информативности изображений 
данный показатель был существенно ниже, что 
видно из таблицы 1. 
Таблица 1 – Значения максимальной вероятности 
совмещения от мер информативности 

Максимальная вероятность 
совмещения 

Мера 
информатив-

ности 

МДМ, 
вероят-
ность 

совмеще-
ния 0,64 

ММДМ, 
вероят-
ность 

совмеще-
ния 0,76 

ГА, 
вероят-
ность 

совмеще-
ния 0,61 

Энтропия 1 0,97 1 

Дисперсия 0,78 1 0,79 

Длина границ 0,79 0,79 1 

Относительная 
длина границ 1 0,85 0,79 

Фр. 
размерность 

границ 
1 1 0,8 

Фр. 
размерность 

площадей 
0,69 0,78 0,64 

Отношение 
«Объект/фон» 1 0,96 1 

Момент 
инерции 0,96 1 0,97 

Графики зависимостей вероятности сов-
мещения от данных мер приведены на рисун- 
ках 3-5.  

Недостатком момента инерции изображения 
по сравнению с энтропией и отношением «объ-
ект/фон» является невозможность нормирования 
этой величины.  

 

 
Рисунок 3 –Зависимости оценки  

вероятности совмещения  
и энтропии изображения 

 
Рисунок 4 – Зависимости оценки  

вероятности совмещения  
и отношения «объект/фон» изображения 

 

Рисунок 5 – Зависимости оценки  
вероятности совмещения  

и момента инерции изображения 

Распределения данных характеристик инер-
ции изображения подчиняются нормальному 
закону, соответственно интервал значений дан-
ных показателей целесообразно ограничить ин-
тервалом ±3. Интервалы вероятностей совме-
щения в таком случае примут вид (таблица 2).  
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Для выбранных мер были проведены иссле-
дования влияния геометрических искажений 
(поворот и масштабирование). 
Таблица 2 – Значения интервалов  
вероятностей совмещения 

Интервал вероятностей совмещения 

Мера  
информа-
тивности 

МДМ, 
вероят-

ность со-
вмещения 

0,77 

ММДМ, 
вероят-

ность со-
вмещения 

0,72 

ГА, веро-
ятность 

совмеще-
ния 0,68 

Энтропия 0,7÷0,9 0,54÷0,98 0,54÷0,88 

Отношение 
«Объ-

ект/фон» 
0,67÷0,93 0,67÷0,94 0,6÷0,94 

Момент 
инерции 0,66÷0,94 0,55÷0,95 0,6÷0,91 

Энтропия и отношение «объект/фон» инва-
риантны к повороту и масштабированию с ко-
эффициентом масштабирования более единицы, 
момент инерции инвариантен к повороту. Рост 
коэффициента масштабирования приводит к 
уменьшению момента инерции изображения, что 
связано с неравномерным увеличением однотон-
ных областей и границ областей с перепадом яр-
костей изображения при его масштабировании. 

Выводы. В данной работе были проведены 
классификация и сравнение информационных 
признаков изображений подстилающей поверх-
ности. Для задачи оценивания эталонного изо-

бражения подстилающей поверхности в КЭНС 
наилучшим образом подходят энтропия изобра-
жения и отношение «объект/фон», так как они 
имеют максимальную вероятность совмещения, 
которая достигается при проведении экспери-
мента для каждой из мер при одних и тех же на-
стройках методов совмещения.  

Данные меры инвариантны к вращению и 
масштабированию, что позволяет добиться ус-
тойчивости к геометрическим преобразованиям 
при их использовании.  
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А.В. Молчанов, А.Е. Серебряков, М. В. Чиркин 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОРОГА ВЕЙВЛЕТ-ФИЛЬТРАЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЙ 

СВЕРХГЛАДКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ РАДОНА  

Выполнен анализ особенностей рельефа сверхгладких поверхностей с 
помощью вейвлет-фильтрации образов в пространстве Радона для сканов, 
зарегистрированных с помощью атомно-силового микроскопа. Обнаружены 
искажения линейно структурированных дефектов и спектральной плотно-
сти флуктуаций высоты остаточного хаотического рельефа, обусловленные 
ошибками при разделении компонентов вейвлет-разложения. Исследовано 
влияние порога фильтрации на контрастность Фурье-образов следов обра-
ботки и корреляцию разделенных изображений линейно структурированных 
дефектов и остаточного хаотического рельефа. Обсуждается значение по-
лученных результатов с точки зрения комплексной оценки качества полиро-
вания диэлектрических подложек, предназначенных для зеркал кольцевых ла-
зеров.   
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структурированные дефекты, порог фильтрации, AFM-скан, спектральная 
плотность. 

Введение. В работах [1, 2] для разделения 
составляющих рельефа полированных диэлек-
трических подложек и зеркал, обладающих 
сверхслабым рассеянием, применен способ [3], 
основанный на вейвлет-фильтрации трехмерных 
изображений их поверхностей в пространстве 
Радона. В результате удается получить два изо-
бражения одного и того же участка, одно из ко-
торых содержит линейно структурированные 
дефекты, являющиеся результатом обработки 
поверхности, а другое – изотропный хаотиче-
ский рельеф. Предложенный подход создает 
возможность повысить достоверность определе-
ния амплитудного коэффициента обратного рас-
сеяния, величина которого определяет целесооб-
разность использования зеркала в кольцевом  
резонаторе лазерного гироскопа [2, 4]. Однако 
критерий фильтрации, использованный в [1], 
является слишком жестким, что создает предпо-
сылку для ошибочной идентификации слагае-
мых вейвлет-разложения. Цель настоящей рабо-
ты – уменьшение искажений на синтезирован-
ных изображениях при разделении образа по-
верхности в пространстве Радона и поиск усло-
вия для определения порога фильтрации. 

Преобразование Радона сводится к инте-
грированию зависимости высоты z точки по-
верхности от ее координат x, y вдоль прямой 
y = xtg+s. Координатными осями пространства 
Радона являются угол наклона , сдвиг прямой s 
и величина соответствующего им интеграла  
R(s, ). Отрицательный выброс на поверхности 
R(s, ) получается в случае совпадения прямой  
y = xtg + s с царапиной. Выбросы в простран-
стве Радона зашумлены из-за наличия на по-
верхности хаотического рельефа. Получить изо-
бражение, содержащее лишь выступы, дает воз-
можность разложение образа Радона по вейв-
летам Добеши [5]. Соответствующие хаотиче-
скому рельефу коэффициенты разложения для 
первого уровня декомпозиции (т.е. при вейвлет-
функциях, наиболее «сжатых» в пространстве) 
характеризуются распределением с плотностью 
вероятности F(w), близкой к экспоненциальной 
функции [1, 2]: 

 0( ) exp wF w F
W

   
 

, (1) 

где w – величина коэффициента разложения,  
W – параметр, определяемый из условия наи-
лучшей аппроксимации реальной зависимости. 

Распределение (1) позволяет рассчитать ве 
роятность PM  превышения  пороговой величины 

wt = W не более чем M коэффициентами вейв-
лет-разложения хаотического рельефа: 
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! ,     ,
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
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где N – количество слагаемых в разложении. 
Кривая 1 на рисунке 1 иллюстрирует зависи-
мость от нормированного порога фильтрации  
максимального количества M коэффициентов, 
оказавшихся выше порога с вероятностью  
PM = 0,99; в данном случае N = 218. 

 

Рисунок 1 – Максимальное количество  
исключенных слагаемых из вейвлет-разложения 

хаотического рельефа - 1; коэффициент  
корреляции линейно структурированных  

дефектов и изотропного рельефа для модели  
шероховатой поверхности - 2; коэффициенты  

корреляции линейно структурированных  
дефектов и изотропного рельефа для АСМ-сканов: 

подложка № 1 – 3, подложка № 2 - 4 

Малая вероятность выбросов позволяет, вы-
брав величину порога, исключить ошибочное 
включение слагаемого, соответствующего «шу-
му», в образ Радона линейно структурированных 
дефектов. Однако завышение порога сопровож-
дается проникновением в отфильтрованный 
«шум» составляющих вейвлет-разложения ли-
нейно структурированных дефектов. Чтобы ис-
следовать влияние порога фильтрации на каче-
ство разделения характерных особенностей ре-
льефа, проанализированы изображения следую-
щих поверхностей: 

– модель шероховатой поверхности, вклю-
чающей царапину длиной 27,5 мкм, глубиной  
1 нм и шириной 0,35 мкм на фоне изотропного 
хаотического рельефа со среднеквадратичной 
шероховатостью r = 0,23 нм и экспоненциально 
затухающей автокорреляционной функцией (ра-
диус корреляции  = 44 нм); 
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– зарегистрированные AFM-сканы семи уча-
стков поверхности двух полированных диэлек-
трических подложек из ситалла СО-115М со 
среднеквадратичной шероховатостью 0,40 нм 
(подложка № 1) и 0,76 нм (подложка № 2). 

Площадь всех исходных изображений в  
реальном пространстве составляет 3030 мкм2, 
шаг выборки 58,7 нм. При каждом переходе к 
следующему уровню декомпозиции масштаб 
вейвлетов увеличивается вдвое, а порог фильт-
рации – в 2 раз. 

Фильтрация характерных особенностей 
для модели шероховатой поверхности с цара-
пиной. На рисунке 2 приведены инвертирован-
ный образ Радона модели царапины на фоне изо-
тропного хаотического рельефа и результат вос-
становления царапины для порога  = 18, при 
котором «просачивание» шума в образ царапины 
практически исключено. Широкий пьедестал, 
окружающий выброс, соответствует прямым, 
пересекающим царапину под углами от -15о до 
+15о. В результате фильтрации пьедестал иска-
жается, особенно на периферии, что отражается 
на поперечных сечениях царапины, восстанов-
ленной в реальном пространстве (см. рисунок 3). 
Двукратное снижение порога фильтрации повы-
шает качество воспроизводства дефекта. 

 

Рисунок 2 - Инвертированные изображения 
модели шероховатой поверхности в пространстве 

Радона: слева – царапина на фоне изотропного 
хаотического рельефа, справа – отфильтрованный 

образ царапины ( = 18) 
Кривая 2 на рисунке 1 отражает зависимость 

коэффициента корреляции C между изображе-
ниями линейно структурированных дефектов и 
изотропного хаотического рельефа, полученны-
ми после вейвлет-фильтрации и вычисления об-
ратного преобразования Радона: 
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где zs, zr – высоты точек на изображениях линей-
но структурированных дефектов и остаточного 
рельефа, s, r – среднеквадратичные шерохова-

тости. Рост корреляции при  > 10 обусловлен 
проникновением элементов царапины в хаотиче-
ский рельеф. В области низких порогов  < 7 
увеличение корреляции связано с противопо-
ложным эффектом: хаотический рельеф частич-
но остается на изображении царапины. 

 

Рисунок 3 – Поперечные сечения периферии  
(кривая 1) и центра (кривая 2) отфильтрованной 
царапины в реальном пространстве. Штриховая 

линия 3 – заданный профиль царапины 

Рисунок 4 иллюстрирует зависимость от мо-
дуля пространственной частоты f спектральной 
плотности флуктуации высоты (PSD-функции), 
определяющей индикатрису рассеяния поверх-
ностью оптического излучения [2, 6, 7]. 

В идеальной ситуации PSD-функция от-
фильтрованного «шума» должна совпасть со 
спектральной плотностью флуктуаций высоты 
PSDg(f) заданного рельефа (кривая 1): 

 
 

2 2

3/22 2 2

2( )
1 4

r
gPSD f

f

 


  
. (4) 

Сопоставление результатов, приведенных на 
рисунках 2-4, показывает, что порог  = 18 за-
вышен: элементы изображения царапины оста-
ются в отфильтрованном «шуме». В рассмотрен-
ном случае достижение минимума зависимости 
С() (кривой 2 на рисунке 1) соответствует оп-
тимальной фильтрации при отделении одной 
царапины от изотропного хаотического рельефа.   
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Рисунок 4 – Спектральные плотности флуктуаций 

высоты изотропного хаотического рельефа:  
1 – заданный рельеф (4), 2 – результат фильтрации 

при  = 18, 3 – результат фильтрации при  = 9 

Характерные особенности рельефа на 
АFM-сканах ситалловых подложек. Зарегист-
рированные AFM-сканы полированных поверх-
ностей подложек были подвергнуты цифровой 
обработке с последовательностью операций 
«преобразование Радона – вейвлет-фильтрация – 
обратное преобразование Радона» [3], в резуль-
тате которой для каждого скана синтезированы 
раздельные изображения линейно структуриро-
ванных особенностей и остаточного хаотическо-
го рельефа. Влияние порога фильтрации на ко-
эффициенты корреляции пар изображений, ус-
редненные по семи сканам разных участков по-
верхности, отражают кривые 3 и 4 на рисунке 1; 
около каждой точки указан интервал средне-
квадратичного разброса результатов расчета с 
помощью (3).  

Для подложки № 1 С  0,15 при порогах 
фильтрации  > 8. Столь слабая корреляция по-
зволяет рассматривать синтезированные изо-
бражения как статистически независимые и 
складывать угловые распределения интенсивно-
стей оптического излучения, рассеянного изо-
тропным рельефом и линейно структурирован-
ными особенностями, пренебрегая интерферен-
цией. Минимум зависимости С() расположен 
около порога  = 15, для которого вейвлет-
фильтрация образа Радона сопровождается про-
никновением элементов царапин в хаотический 
рельеф, что иллюстрирует рисунок 5. На рисунке 
под изображением царапин приведен срез хао-
тического рельефа, выполненный на 0,5 нм ниже 
среднего уровня. 

В случае подложки № 2 зависимость С() 
имеет максимум около порога  = 12. Изображе-
ния линейно структурированных дефектов в ре-
альном пространстве (рисунок 6, а, б) свидетель-
ствуют о сильной исцарапанности обработанной 

поверхности; размытие изображений царапин 
при  = 9 значительно слабее, чем при  = 12. 

 

Рисунок 5 – Отфильтрованное изображение  
царапин на AFM-скане участка поверхности  
подложки № 1 (вверху) и срез изображения  

хаотического рельефа того же участка на уровне 
0,5 нм ниже среднего (внизу). Порог  

вейвлет-фильтрации  = 15 соответствует  
минимальному коэффициенту корреляции 
На рисунке 6, в представлен срез хаотиче-

ского рельефа этого же участка поверхности, 
выполненный на 1 нм ниже среднего уровня. 
Короткие царапины длиной в несколько микрон 
в данном случае попадают в изображения как 
линейно структурированных дефектов, так и 
хаотического рельефа, что объясняет их повы-
шенную корреляцию. Полученные результаты 
показывают, что при вейвлет-фильтрации в про-
странстве Радона сканов участков поверхности, 
зарегистрированных с помощью атомно-сило-
вого микроскопа выбирать порог фильтрации 
исходя из минимальной корреляции синтезиро-
ванных изображений нецелесообразно или даже 
невозможно. Более информативны изображения, 
сформированные при пороге фильтрации  = 9. 

На рисунке 7 приведены зависимости от мо-
дуля пространственной частоты PSD-функций 
для изображений остаточного хаотического 
рльефа ситалловых подложек, полученных при 
разных порогах фильтрации. Спектральные 
плотности вычислены путем усреднения квадра-
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тов модулей Фурье-образов хаотического релье-
фа по углу и по исследованным семи участкам 
поверхности [4]. 

 

Рисунок 6 - Отфильтрованное изображение  
царапин на AFM-скане участка подложки № 2:  

 = 9 (а),  = 12 (б) и срез изображения хаотического 
рельефа (в), выполненный на 1 нм ниже  

среднего уровня для порога  = 12  
Угловое распределение спектральной плот-

ности флуктуаций высоты линейно структуриро- 

ванных особенностей подложки № 2 приведено 
на рисунке 8 для разных порогов фильтрации. 
Отсчет угла  осуществляется от оси 0x, в каче-
стве положительного выбрано направление по 
часовой стрелке. Максимуму PSD-функции в 
окрестности угла -60о соответствует направле-
ние, выделенное белой штриховой линией на 
рисунке 6, а. 

Сопоставление полученных зависимостей с 
кривыми на рисунке 7 показывает, что рост PSD-
функции остаточного хаотического рельефа с 
увеличением порога фильтрации обусловлен 
ошибочной идентификацией слагаемых вейвлет-
разложения, соответствующих линейно структу-
рированным дефектам. По мере снижения поро-
га разложение хаотического рельефа по про-
странственным частотам приближается к изо-
тропному.  

Основная задача полирования подложки за-
ключается в формировании рельефа, обеспечи-
вающего сверхслабое рассеяние, характеристики 
которого устойчивы к азимутальным поворотам 
оптической поверхности при сборке кольцевого 
резонатора. Содержащиеся в работах [2, 6, 7] 
соотношения позволяют использовать результа-
ты анализа топографии поверхности для расчета 
углового распределения рассеянного оптическо-
го излучения. Для заданных направления па-
дающего луча и его поляризации угловое рас-
пределение определяется спектральной плотно-
стью флуктуаций высоты поверхности. В част-
ности, сильная анизотропия PSD-функции, такая 
как на рисунке 8, сопровождается высокой чув-
ствительностью к положению зеркала характе-
ристик, наиболее важных для кольцевых лазе-
ров: амплитудного коэффициента обратного рас-
сеяния и полного интегрального рассеяния [2]. 
Взаимное проникновение элементов изотропной 
составляющей рельефа и следов полирования в 
их синтезированные изображения сопровожда-
ется уменьшением контрастности пиков на угло-
вом распределении PSD-функции для линейно 
структурированных особенностей поверхности, 
определяющих анизотропную составляющую 
рассеяния.  

Для количественного описания контрастно-
сти на рисунке 9 использовано отношение мак-
симальной высоты пика к среднему значению 
PSD-функции. Зависимость величины отноше-
ния PSDmax/<PSD> от порога  вейвлет-фильт-
рации изображений в пространстве Радона  
содержит локальный максимум в диапазоне  
10 < opt < 11, что позволяет использовать обна-
руженный результат для поиска условия опти-
мальной фильтрации AFM-сканов. 
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Рисунок 7 – Спектральные плотности флуктуаций 
высоты остаточного хаотического рельефа,  
выделенного из AFM-сканов полированной  

поверхности подложек. Порог фильтрации ,  
отн. ед.: 1-1, 2-1 – 15; 1-2, 2-2 – 12, 1-3, 2-3 – 10,  

2-4 - 8. Первая цифра номера кривой  
соответствует номеру подложки 

 

Рисунок 8 – Угловое распределение спектральной 
плотности флуктуаций высоты для рельефа,  

соответствующего линейно структурированным 
особенностям подложки № 2, f = =1 мкм-1.  

Порог фильтрации : 9 (а), - 12 (б) 

 

Рисунок 9 – Контрастность пика на угловой  
зависимости спектральной плотности флуктуаций 

высоты для синтезированного изображения  
линейно структурированных 
особенностей подложки № 2 

Заключение. Результаты исследований 
влияния порога фильтрации на синтезированные 
изображения характерных особенностей рельефа 
сверхгладких диэлектрических подложек приво-
дят к следующим выводам. 

Выделение линейно структурированных 
особенностей AFM-сканов полированных ди-
электрических подложек и зеркал обеспечивает 
выбор порога фильтрации wt для коэффициентов 
вейвлет-разложения образа Радона в соответст-
вии с уравнением: 

 
0

( ) exp( ) ( )
t

opt
w

F w dw F w dw
 

   , (5) 

где F(w) – экспоненциальная аппроксима- 
ция функции распределения коэффициентов,  
opt – нормированный порог, соответствующий 
максимальной контрастности пиков на угловой 
зависимости PSD-функции линейно структури-
рованных особенностей поверхности. 

Условие (5) более мягкое по сравнению с 
требованием, использованным в работах [1, 2], 
что уменьшает искажения изображений. 

Короткие царапины на поверхности под-
ложки, длина которых на порядок меньше ли-
нейного размера AFM-скана, повышают корре-
ляцию между линейно структурированными 
особенностями и остаточным хаотическим рель-
ефом. Поэтому требование минимальной корре-
ляции изображений одного и того же участка, 
соответствующих разделенным дефектам разно-
го происхождения, невозможно использовать в 
качестве критерия оптимальной фильтрации 
применительно к экспериментально зарегистри-
рованным AFM-сканам. 
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Работа выполнена с использованием обору-
дования Регионального центра зондовой микро-
скопии коллективного пользования (РЦЗМкп) 
РГРТУ и при финансовой поддержке Министер-
ства образования и науки РФ. 
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УДК  621.396 

Д.Н. Кривченков 
СУММИРОВАНИЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ СИГНАЛОВ 

ПО ТРЕУГОЛЬНИКУ ПАСКАЛЯ 

Предложен метод обработки дополнительных сигналов, уменьшающий 
влияние доплеровского эффекта на суммарный уровень боковых лепестков. 
Получены обобщенные выражения взвешенной суммы дополнительных сиг-
налов и суммарного уровня боковых лепестков. 

Ключевые слова: автокорреляционная функция, боковые лепестки, весо-
вая обработка, дополнительные сигналы, треугольник Паскаля, фазовый 
сдвиг, эффект Доплера. 

Введение. Использование сигналов с боль-
шой базой в радиолокации позволяет улучшить 
распознавание отраженного сигнала от цели на 
фоне помех. Часто в качестве зондирующих сиг-
налов используются дискретные сигналы с фазо-
вой кодовой манипуляцией [1]. 

В общем случае задача обнаружения, разре-
шения и измерения параметров сигналов в за-
данном дальностно-доплеровском диапазоне 
решается путем их согласованной обработки. 
При этом отраженный сигнал в приемном тракте 
РЛС проходит через согласованный фильтр, где 
подвергается сжатию. Отклик согласованного 
фильтра повторяет автокорреляционную функ-
цию (АКФ) фазового кода и состоит из основно-
го пика и боковых лепестков. Основной пик ис-
пользуется для дальнейшей обработки, а боко-
вые лепестки – помехи, которые могут быть 
приняты за ложные цели. 

Использование пары дополнительных сиг-
налов [2, 3] с разделением во времени позволяет 

получать радиолокационное изображение, сво-
бодное от боковых лепестков, при обзоре земной 
поверхности. 

Отличительной особенностью пары допол-
нительных сигналов является то, что результаты 
их сжатия имеют равные основные пики и рав-
ные по модулю, но противоположные по знаку 
боковые лепестки. 

Для пары дополнительных сигналов, излу-
чаемых последовательно в разных периодах из-
лучения, согласованная обработка должна быть 
независимой, с использованием своего согласо-
ванного фильтра для каждого периода излуче-
ния. Сжатые сигналы сохраняются в памяти и 
впоследствии суммируются в соответствии с их 
взаимным временным положением [4, 7]. 

При использовании дополнительных сигна-
лов с разделением во времени на результат сум-
мирования сжатых сигналов будут влиять раз-
личные факторы, основным из которых является 
эффект Доплера. Так, при наблюдении подвиж-
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ных объектов влияние доплеровского эффекта 
будет приводить к фазовому рассогласованию 
отраженных сигналов. Вследствие этого уровень 
боковых лепестков (УБЛ) суммы двух сжатых 
дополнительных сигналов будет зависеть от ра-
диальной составляющей скорости цели. Данное 
обстоятельство является главным ограничением 
области применения дополнительных сигналов 
[5-7]. 

Цель данной статьи: поиск метода суммар-
ной обработки дополнительных сигналов, разде-
ленных во времени, позволяющего уменьшить 
зависимость уровня боковых лепестков от доп-
леровского эффекта.  

Описание сжатых сигналов. Следует отме-
тить одно условие: РЛС, использующая допол-
нительные зондирующие сигналы, работает в 
соответствии с тактовыми интервалами (ТИ). За 
длительность одного ТИ РЛС совершает извест-
ное число зондирований с периодом (Тп), при 
этом зондирующий сигнал изменяется с чередо-
ванием от периода к периоду, повторяя один из 
пары дополнительных сигналов. Длительность 
ТИ много больше Тп, например в режиме «обзор 
земной поверхности», «маловысотный полет» и 
т.д. В общем случае можно считать, что число 
зондирований за один ТИ больше двух. Следова-
тельно, в суммарной обработке можно использо-
вать не просто пару сигналов, а семейство отра-
женных сигналов, закон модуляции которых из-
меняется, чередуясь от периода к периоду зон-
дирования Тп. Так как цель обладает радиальной 
составляющей скорости, то сигналы, принятые в 
соседних периодах зондирования, будут сдвину-
ты друг относительно друга на угол Δφ, обу-
словленный влиянием эффекта Доплера. При 
этом произведение периода зондирования TП, 
доплеровского смещения fd и константы 2π оп-
ределяет фазовое смещение Δφ отраженных сиг-
налов, принятых в двух соседних периодах зон-
дирования [8]. 

Учитывая вышесказанное, можно записать 
выражение для сигнала на выходе согласованно-
го фильтра Rk(τ) в k-м периоде зондирования Тп: 

      1
0

j k
kR r e        , (1) 

где r±(τ) – комплексный задержанный на τ0 сжа-
тый сигнал, с точностью до постоянного множи-
теля повторяющий АКФ сигнала, излученного в 
k-м периоде зондирования. Индекс «±» указыва-
ет на то, что дополнительные сигналы излучают-
ся, чередуясь во времени от периода к периоду. 
Если рассматривается основной пик τ = τ0, то во 
всех периодах зондирования k значения r±(τ0) 
будут равны. Иначе, если анализируется боковой 
лепесток τ ≠ τ0, то значения сжатого сигнала r±(τ) 

будет изменять свой знак от периода к периоду 
зондирования, тогда условно можно принять: 
для нечетных значений k комплексные величины 
r±(τ) = r+(τ) – «положительные», а для четных k  
r± (τ) = r–(τ) – «отрицательные». Это является 
следствием свойств АКФ пары дополнительных 
сигналов [2, 3, 5, 6]. Второй множитель в (1) оп-
ределяет вызванное доплеровским эффектом фа-
зовое смещение сжатых сигналов r±(τ), получен-
ных в разных периодах зондирования k. 

Используя выражение (1) для одного ТИ, 
можно представить отсчеты сжатых сигналов, 
взятые в фиксированные моменты времени τ 
внутри каждого периода зондирования Тп, как 
лежащие на окружности с радиусом |r±(τ)| и ша-
гом Δφ точки. Данные отсчеты соответствуют 
одной и той же задержке сигналов τ, принятых 
во всех периодах зондирования, и образуют срез 
данных, полученных за ТИ в N периодах зонди-
рования по заданной задержке. Следует учиты-
вать, что комплексные значения r±(τ) для четных 
и нечетных периодов зондирования в общем 
случае не равны, поскольку неизвестно, что на-
ходится в рассматриваемом элементе дальности 
(основной пик или боковой лепесток). 

Наличие фазового сдвига Δφ между отсче-
тами сжатых сигналов, принятых в соседних пе-
риодах зондирования Тп, приводит к рассогласо-
ванию суммарного результата обработки пары 
дополнительных сигналов. В [7] показано, что 
уровень бокового лепестка УБЛΣ как отношение 
амплитуд максимального бокового лепестка и 
основного пика при суммировании двух сжатых 
дополнительных сигналов описывается выраже-
нием: 

 исх ,
2

УБЛ УБЛ tg

    
 

 (2) 

где УБЛисх – УБЛ самих сигналов. 
Так как РЛС осуществляет большее чем два 

зондирования за ТИ, то для получения суммар-
ного результата обработки может быть исполь-
зовано большее число отраженных сигналов  
k = 1, 2, 3, … N, где N – количество зондирова-
ний. Используя большее число зондирований, 
удается уменьшить влияние фазовой разности на 
результат суммарной обработки дополнитель-
ных сигналов. В результате ослабевает зависи-
мость УБЛΣ от доплеровского эффекта. 

Суммирование сжатых отсчетов при 
взвешивании коэффициентами из строк тре-
угольника Паскаля. Для уменьшения расстоя-
ния между двумя суммируемыми отсчетами на 
комплексной плоскости рассмотрим обработку, 
использующую результаты сжатия, полученные 
в трех периодах зондирования N = 3. При этом в 
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первом и третьем периодах зондирования излу-
чается первый дополнительный сигнал, а во вто-
ром периоде – второй сигнал, так как сигналы 
чередуются от периода к периоду зондирования. 
Выражения (3) описывают полученные в трех 
периодах зондирования результаты сжатия R1(τ),  
R2(τ) и R3(τ), сдвинутые друг относительно друга 
на величину Δφ, φ0 – фазовый центр: 

 
     

   
     

0

0

0

1 0

2 0

3 0

,
,

.

j

j

j

R r e
R r e

R r e

  



  

     
     

     

 (3) 

На рисунке 1 точками изображены отсчеты, 
описанные выражением (3), для фиксированного 
момента времени τ в каждом Тп. Поэтому в обо-
значениях точек на рисунке отсутствует аргу-
мент τ. Из рисунка можно видеть, что точка 

 *
2R , являющаяся серединой отрезка R1(τ)R3(τ), 

лежит ближе, чем точки R1(τ) или R3(τ), к точке 

R2(τ) при 







2
;

2


 . Отрезок  *
2R R2(τ) ко-

роче R1(τ)R2(τ). Поэтому, суммируя сигналы R2(τ) 
и  *

2R , можно уменьшить ошибку суммирова-
ния, а следовательно, и уменьшить УБЛΣ. 

Сигнал  *
2R  может быть получен из R1(τ) и 

R3(τ) и будет пропорционален АКФ сигналов ис-
пользуемых в нечетных периодах излучения: 

      

    0

1 3*
2

0

2
cos .j

R R
R

r e 

  
  

     
 (4) 

1R


2R

0
Re

Imj



3R

*
2R

 

Рисунок 1 - Взаимное расположение отсчетов  
сжатых сигналов и вспомогательных точек  

на комплексной плоскости при N = 3 

Суммарный результат обработки RΣ с уче-
том (4) имеет вид: 

      *
2 2

2
R R

R

  
     

 
     

00 0cos
2

jr r
e

 
       

 . (5) 

Выражение (5) может быть использовано 
для получения выражения УБЛΣ. 

Для получения выражения амплитуды мак-
симального бокового лепестка блR max  и основ-
ного пика опR  необходимо в выражении (5) 
принять r+(τ) = (-1)·r–(τ) = rmaxбл для боковых ле-
пестков и r+(τ0) = r–(τ0) = rоп для основного пика. 
Проведя подстановку и преобразования, полу-
чим: 

 

2
max max

2

sin ,
2

cos .
2

бл бл

оп оп

R r

R r





   
 

   
 

 (6) 

Используя (6), выражение УБЛΣ  можно за-
писать как  

 2
исх 2

бл

оп

RУБЛ УБЛ tg
R





     
 

. (7) 

Сравнивая выражения (2) и (7), можно сде-
лать вывод, что в ограниченном диапазоне фазо-

вых смещений 







2
;

2


 , используя три 

зондирования дополнительных сигналов, можно 
уменьшить зависимость уровня боковых лепест-
ков от доплеровского эффекта. 

Используя выражения (4) и (5), получаем 
выражение результата обработки RΣ(τ) в виде 
суммы откликов оптимальных фильтров, сфор-
мированных в трех периодах зондирования: 

        1 2 3
1 2
4

R R R R           .  (8) 

Выражение (8) может быть использовано 
для реализации обработки дополнительных сиг-
налов, уменьшающей УБЛΣ. В правой части вы-
ражения сжатые задержанные сигналы умножа-
ются на весовые коэффициенты и суммируются. 
Множитель перед суммой является нормировоч-
ным и приводит уровень суммарного сигнала к 
уровню суммируемых сигналов. Данная обра-
ботка может быть реализована в виде цифрового 
фильтра подавления боковых лепестков. 

Рассмотрим аналогичный подход при ис-
пользовании в качестве начальных данных сжа-
тые дополнительные сигналы R1(τ), R2(τ), R3(τ) и 
R4(τ), получаемые в четырех периодах зондиро-
вания N = 4: 
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      

      

      

     

     

     

     

 (9) 

На рисунке 2 изображены отсчеты сжатых 
сигналов R1(τ), R2(τ), R3(τ) и R4(τ). Вспомогатель-
ные точки  *

2R  и  *
3R  являются серединами 

отрезков R1(τ)R3(τ) и R2(τ)R4(τ) соответственно. 
Точки  **

2R  и  **
3R  являются серединами от-

резков     2
*
3 RR  и     3

*
2 RR . При этом  *

2R  
и  **

3R  пропорциональны АКФ сигналов, ис-
пользуемых в нечетных периодах излучения, так 
как построены с использованием только сигна-
лов R1(τ) и R3(τ), а  *

3R  и  **
2R  пропорцио-

нальны АКФ сигналов, использованных в чет-
ных периодах зондирования. 

Новые построенные точки  **
2R  и  **

3R  
расположены ближе друг к другу по сравнению 
с суммируемыми точками в случаях k=2 и k=3, 
следовательно, при суммировании  **

2R  и 
 **

3R  боковые лепестки результата обработки 
будут меньше. 

Выражения (10) и (11) описывают вспомога-
тельные точки, используемые в рассматривае-
мой обработке: 

      1 3*
2 2

R R
R

  
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Рисунок 2 – Взаимное расположение отсчетов  
сжатых сигналов и вспомогательных точек  

на комплексной плоскости при N = 4 

При этом суммарный результат обработки 
описывается выражением (12): 

      ** **
2 3

2
R R

R

  
     

    2 2
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1 cos
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j j
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          
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j j jr e e e
 
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        
 (12) 

Используя (12), находим, что амплитуда 
максимального бокового лепестка блR max  и ос-
новного пика опR описываются выражениями: 

 3
max max sin ,

2бл блR r

   
 

  

 3cos .
2оп опR r

   
 

 (13) 

Тогда УБЛΣ можно записать как 

 3
исх .

2
бл

оп

R
УБЛ УБЛ tg

R





     
 

 (14) 

Подставляя (10) в (11) и (11) в (12), получа-
ем выражение результата обработки RΣ в виде 
суммы сжатых сигналов, получаемых в четырех 
периодах зондирования: 

          1 2 3 4
1 3 3
8

R R R R R             .(15) 

Выражение (15) может быть использовано 
для реализации обработки дополнительных сиг-
налов, уменьшающей УБЛΣ. Множитель перед 
суммой также является нормировочным. 

Построения с использованием вспомога-
тельных точек, вычисляемых как середины от-
резка, были выполнены до N = 7. При этом в ка-
ждом случае УБЛΣ определяется как  
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 1
исх .

2
NУБЛ УБЛ tg 



    
 

 (16) 

Выражение результатов обработки RΣ в виде 
суммы сжатых сигналов, получаемых в N перио-
дах зондирования, сведены в таблицу, где  
N – количество зондирований, M – нормировоч-
ный множитель в выражении результата обра-
ботки RΣ. Нормировочный множитель вынесен в 
отдельную колонку, а значения RΣ содержат 
только сумму (для упрощения записи RΣ в таб-
лице не нормирован). 
Таблица 

N M Ненормированный RΣ 
3 4-1 R1(τ)+2 R2(τ)+R3(τ) 
4 8-1 R1(τ)+3 R2(τ)+3R3(τ)+R4(τ) 
5 16-1 R1(τ)+4 R2(τ)+6R3(τ)+4R4(τ)+R5(τ) 

6 32-1 R1(τ)+5R2(τ)+10R3(τ)+ 
+10R4(τ)+5R5(τ)+R6(τ) 

7 64-1 R1(τ)+6R2(τ)+15R3(τ)+20R4(τ)+ 
+15R5(τ)+6R6(τ)+R6(τ) 

Анализируя таблицу, можно заметить, что 
коэффициенты в выражениях RΣ повторяют эле-
менты N-й строки треугольника Паскаля, а нор-
мировочный множитель M = 1/2N-1 является об-
ратной величиной к сумме элементов N-й строки 
треугольника Паскаля. 

В результате было сделано предположение, 
что при использовании N зондирований допол-
нительных сигналов с чередованием во времени 
можно произвести суммирование результатов 
сжатия, помноженных на весовые коэффициен-
ты kNp , , являющиеся элементами N-й строки 
треугольника Паскаля [9]: 

    ,1
1

1
2

N

N k kN
k

R p R 


    , (17) 

при этом УБЛΣ определяется в соответствии  
с выражением (16). 

Данное предположение было проверено  
использованием вычислительного эксперимента. 
В результате таблица может быть расширена 
вверх N = 2, N = 1 и вниз N > 7. 

Для N = 2 обработка сводится к простому 
суммированию двух сжатых дополнительных 
сигналов и нормировке (деление на два) [7]. Для 
N = 1 – согласованная обработка одного сигнала. 

Выражение (17) обобщает суммарную обра-
ботку дополнительных сигналов, излучаемых с 
чередованием во времени, и позволяет, исполь-
зуя большее число зондирований, уменьшать 
зависимость уровня боковых лепестков резуль-
тата обработки от доплеровского эффекта. Опи-
санный метод не позволяет расширить диапазон 
допустимых фазовых смещений. Он, как и при 
простом суммировании пары сжатых дополни-

тельных сигналов, ограничен 







2
;

2


 . 

Графики зависимости УБЛΣ в дБ от Δφ при 
N = 1, 2, .., 6 представлены на рисунке 3. Опи-
санный метод позволяет существенно умень-
шить УБЛΣ при использовании дополнительных 
сигналов с разделением во времени. 

 

Рисунок 3 – Зависимость УБЛ результата  
обработки от фазовой разности между  
принятыми сигналами при N=1, .., 6 

Например, при использовании пары допол-
нительных сигналов в восьмимиллиметровой 
РЛС обзора земной поверхности (максимальная 
дальность до 5 км) сумма двух сигналов, отра-
женных от подвижной цели (радиальная состав-
ляющая скорости 60 км/ч), позволяет достичь 
УБЛΣ = -22 дБ. Использование большего числа 
зондирований N = 3, 4, 5, 6 и описанного метода 
суммирования сигналов с весовыми коэффици-
ентами позволяет обеспечить меньшие значения 
УБЛΣ для данной цели -28, -34, -41, -47 дБ соот-
ветственно. 

Заключение. Для уменьшения влияния доп- 
леровского эффекта на результат обработки до-
полнительных сигналов, излучаемых с разделе-
нием во времени, можно использовать весовую 
обработку, при этом в качестве весовых коэф-
фициентов предлагается использовать элементы 
строк треугольника Паскаля. Установлена связь 
между длиной фильтра и зависимостью уровня 
боковых лепестков от разности фаз между отра-
женными от цели сигналами. Возможность ис-
пользования фильтров различного порядка по-
зволяет осуществлять выбор между сложностью 
реализации фильтра и степенью подавления бо-
ковых лепестков. Данная обработка не устраняет 
влияние доплеровского эффекта полностью, но 

позволяет в области 







2
;

2


  ослабить 

влияние доплеровского эффекта на результат 
суммарной обработки дополнительных сигна-
лов, разделенных во времени. 
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