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РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ И ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 
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РАЗРАБОТКА ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ ИСТОЧНИКА РАДИОИЗЛУЧЕНИЯ 

Решается задача определения координат объектов, несущих источники 
радиоизлучения и обладающих высокой маневренностью. На основе принципа 
пассивной радиолокации разработана пространственная структура изме-
рителя местоположения маневренного объекта. Исследован гиперболиче-
ский алгоритм определения координат объекта при использовании только 
двух подвижных пунктов приема. Разработанный алгоритм требует нали-
чия минимального числа пунктов приема и позволяет определить траекто-
рию движения  объекта в заданном интервале времени. 

Ключевые слова: гиперболический алгоритм, подвижный пункт приема, 
источники радиоизлучения, пассивная радиолокация. 

Введение. B отличие от активной радиоло-
кации пассивная радиолокация обладает рядом 
важных преимуществ: отсутствие излучения 
сигнала, высокая скрытность работы и помехо-
устойчивость пассивных радиолокационных 
станций, отсутствие передающего устройства и 
вследствие этого небольшие масcогабаритные 
показатели и энергопотребление, возможность 
определения местоположения объектов с малой 
отражающей поверхностью. Поэтому в настоя-
щее время пассивная радиолокация получила 
широкое распространение во многих отрас-
лях [1, 2]. 

Для определения местоположения объектов, 
являющихся носителями источника радиоизлу-
чения, в пассивной радиолокации используются 
методы, основанные на измерении разностей 
расстояний (гиперболический или TDOA), раз-
ностей доплеровских сдвигов частот (разностно-
доплеровский или FDOA), угла прихода (триан-
гуляционный или AOA). Гиперболический ме-
тод основан на измерении разностей расстояний 
от источников радиоизлучения до пунктов 
приема. Эти разности определяются путем изме-
рения относительных временных задержек сиг-
налов, принимаемых в различных пунктах прие-
ма. Для однозначного вычисления координат 
источника радиоизлучения на плоскости необ-
ходимо знать результаты независимых измере-
ний двух разностей расстояний, для чего требу-

ется как минимум три пункта приема. Для изме-
рения трех пространственных координат необ-
ходимо знать результаты независимых измере-
ний трех разностей расстояний, для чего требу-
ется как минимум четыре пункта приема. В ра-
ботах [2, 3] предложен гиперболический алго-
ритм определения координат источников радио-
излучения в пространстве c использованием 
числа пунктов приема, равного числу неизвест-
ных координат. В работах [3, 4] исследуется ги-
перболический алгоритм определения координат 
неподвижного источника радиоизлучения с ис-
пользованием только двух подвижных пункта 
приема. Однако эти алгоритмы не позволяют 
производить измерение координат подвижных 
объектов, так как результатом их работы явля-
ются координаты объекта в дискретных точках 
траектории, а также полностью восстанавливать 
траекторию их движения. 

Целью работы является исследование ги-
перболического алгоритма определения коорди-
нат подвижных источников радиоизлучения в 
пространстве с использованием двух подвижных 
пунктов приема. Проводится анализ точности 
определения местоположения источников ра-
диоизлучения в зависимости от числа точек из-
мерения, погрешности измерения разности рас-
стояний, а также от динамики движения объекта 
и подвижного пункта приема. 
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Постановка задачи. Принцип работы ги-
перболического алгоритма определения коорди-
нат источника радиоизлучения в 3 мерном про-
странстве с использованием двух подвижных 
пунктов приема отображен на рисунке 1. Начало 
координат O  совпадает с положением 1-го 
пункта приема 1T . В момент времени it  устанав-
ливаются следующие значения координат: 

)0,0,0(  – координаты 1-го пункта приема 1T , ко-
торый является центральным; ),,( iii zyx  – коор-
динаты 2-го пункта приема 2T , который движет-
ся относительно 1-го пункта приема; 

MiMiMi zyx ,,  – координаты источника радиоизлу-
чения M , который движется относительно 1-го 
и 2-го пунктов приема. На интервале времени 
приема ),0( nt , где n  – число точек измерений, 
траектория движения объекта M  аппроксими-
руется полиномом K -й степени [2]: 
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где 000 ,, zyx  – координаты объекта в момент 
времени 0t ; jjj cba ,,  – скорость, ускорение и 
другие параметры движения источника радиоиз-
лучения по осям zyx ,,  соответственно; it  – мо-
мент времени приема. 

 
Рисунок 1 

Расстояние от источника радиоизлучения 
M  до центрального пункта приёма 1T  с коорди-
натами )0,0,0(  в момент времени it  равно [3–5]: 

 222
0 MiMiMii zyxr  , (2) 

а расстояние от источника радиоизлучения до 
2-го пункта приема 2T  равно: 

 222 )()()( iMiiMiiMii zzyyxxr  . (3) 
Разность расстояния от источника радиоиз-

лучения M  до пунктов приема 1T , 2T  равна: 

 iiii rrtcd 0 , 
откуда следует расстояние до 2-го пункта прие-
ма: 
 iii rdr 0 , (4) 
где it  – разность времени прихода сигнала 
пунктов приёма 1T  и 2T  в i -й точке приема; с – 
скорость света. Возводя обе части уравнения (4) 
в квадрат, получаем [2]: 
 iiiii rdrdr 0

2
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22 2 , (5) 
Подставляя уравнения (2), (3) в (5), получа-

ем: 
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откуда следует система уравнений:  
 iiMiiMiiMiiii rdzzyyxxdL 0

22 2222  , (6) 
 ni ,..,1 . 

где 222
iiii zyxL   – расстояние между пунк-

тами приема 1T  и 2T  в момент времени it . Таким 
образом, измерение разности расстояния в не-
скольких точках приема позволяет получить 
систему уравнений, которая зависит от неиз-
вестных параметров движения объекта jjj cba ,, , 

Kj ,..,1 . 
Алгоритм оценивания параметров дви-

жения. Параметры движения объекта и его тра-
ектория движения получаются в результате ре-
шения системы нелинейных уравнений, которая 
получается подстановкой координат источника 
радиоизлучения (1) в уравнение (6): 
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Решение нелинейной системы уравнений (7) 
очень сложно, поэтому используем приближен-
ный метод разложения функции ir0  в ряд Тейло-
ра S -го порядка по переменным it  в окрестно-
сти точки ),,( 000 zyx  [6]: 
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где 2
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эффициенты разложения. Подставляя выражение 
(9) в уравнение (7), получаем: 
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При движении пункта приема 2T  и источни-
ка радиоизлучения M  в каждом моменте време-
ни it  измеряются величины iiiii zyxLd ,,,, , 

ni ,...,1 . Представим  систему линейных  урав-
нений (10) в матричном виде: 
 Xgm  ,  (11) 
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в котором KKK ccbbaazyx ,...,,,...,,,...,,,, 111000  – 
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известная параметрическая матрица.  
Для получения эффективной оценки коор-

динат источника радиоизлучения при решении 
матричного уравнения (11) применяем метод 
наименьших квадратов [6]: 
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1   – эффективная оценка на множестве 

{ X }. В результате решения экстремальной зада-

чи (12) получаем оценку параметров *X : 

   mgggX* TT 1
 .  (13) 

Для расчета погрешности измерения коор-
динат источника радиоизлучения при наличии 
случайных погрешностей используем усредне-
ние ошибки оценивания на интервале наблюде-
ния: 
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где измеренные значения координат *** ,, MiMiMi zyx  
получаются путем подстановки оценок парамет-
ров ,,...,,,...,,,, **

1
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1 ,..., Kcc  в выра-
жение (1).  

Влияние случайных погрешностей и шумов 
на измерение разности расстояний *

id  учитыва-
ется путем добавления независимой для каждого 
измерения случайной ошибки i : iii Xgm  , 

ni ,...1 , которая имеет нормальное распределе-
ние с параметрами ),0( 2

 . В этом случае дис-
персия ошибки измерения координат определя-
ется путем статистического усреднения по мно-
жеству из N реализаций: 
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Анализ ранга матрицы g . Элементы стол-
бцов матрицы g  с номерами )1(3,...,1 K  зависят 
от динамики движения пункта приема 2T , а эле-
менты столбцов с номерами 1)1(3 K ,…, 

1)1(3  SK  зависят от динамики движения 
источника радиоизлучения M  и пункта приема 

2T . Для оценки корректности решения обратной 
задачи (14) проведем анализ ранга матрицы g  от 
динамики движения источника радиоизлучения 
M , динамики движения пункта приема 2T , а 
также от порядка S  аппроксимации рядом Тей-
лора (9). 

Динамику движения пункта приема 2T  зада-
дим следующими способами: 

а) аппроксимация траектории движения 
пункта приема 2T  полиномом Q -й степени: 
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где 202020 ,, zyx  – координаты пункта приема 2T  в 

момент времени 0t ; jjj cba 222 ,,  – параметры 
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(скорость, ускорение и т.д.) движения пункта 
приема 2T  по осям zyx ,, . В дальнейших расче-
тах используется полином вида: 
 Q

iii ttx 01,01,010  , Q
iii tty 01,02,010  , 

 10iz , ni ,...,1 ; (17) 
б) аппроксимация траектории движения 

пункта приема 2T  окружностью: 
)cos(20 ii tRxx  , )sin(20 ii tRyy  , 

 20zzi  , ni ,...,1 , (18) 

где R  – радиус окружности, 
nt

 2 . В даль-

нейших расчетах используется окружность вида: 
 )2cos(100 ntx ii  , )2sin(100 nty ii  , 
 10iz , ni ,...,1 . (19) 

Рассмотрены следующие варианты движе-
ния объекта, определяемые степенью K  поли-
нома (1): 

1) неподвижный объект, 0K , 
2) равномерное движение объекта, 1K , 
3) криволинейное ускоренное движение 

объекта, 1K . 
Проведем анализ влияния порядка S  разло-

жения в ряд Тейлора (9) на решение обратной 
задачи (14). При достаточно малых значениях 
времени it  расстояние между объектом и под-
вижным пунктом приема измерения (8) может 
быть приближенно записано в виде: 
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Данное выражение справедливо при любом 
виде движения объекта. Из полученного соот-
ношения следует, что при малом значении вре-
мени it  необходимо выбирать KS  .  

Рассмотрим теперь, как влияет порядок по-
линома аппроксимации S  при отсутствии огра-
ничения на величину времени it  в зависимости 
от характера движения объекта. Для неподвиж-
ного объекта 0K  уравнение движения (1) 
имеет вид: 
 0xxMi  , 0yyMi  , 0zzMi  , 
а расстояние от пункта приема 1T  до объекта по-
стоянно и равно: 
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что соответствует 0S  и дает точное описание 
движения линейным матричным уравнениям 
(11). Входящие в матричное уравнение (11) ве-
личины равны: 
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nnnn dzyx

dzyx
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..................
2 2222
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g . 

В таблице 1 приведены результаты расчета 
ранга матрицы g  от степени Q  полинома дви-
жения пункта приема 2T  и порога значимости 
tol  в случае 0K , 0S , координаты источни-
ка радиоизлучения M  равны км)10,20,20( , 
движение пункта приема 2T  задано уравнения-
ми (17) и (19), число измерений 10n . 
Таблица 1 

         tol  
      Q 10-11 10-12 10-13 10-14 10-15 

1 3 3 3 3 4 
2 4 4 4 4 4 
3 4 4 4 4 4 
. . . .   

окруж-
ность 

4 4 4 4 4 

 

Можно отметить, что для неподвижного 
объекта при любом характере движения пункта 
приема 2T  получаем матрицу g  полного ранга 
при достаточно малом пороге значимости. По-
этому при наличии дестабилизирующих факто-
ров для получения малой ошибки необходимо 
выбирать ускоренное движение пункта приема 

2T , например движение по окружности.  

 
Рисунок 2 

На рисунке 2 приведены зависимость дис-
персии погрешности определения координат (15) 
от погрешности измерения   в случае 0K , 

0S . Координаты источника радиоизлучения 
M  равны км)10,20,20( , движение пункта прие-
ма 2T  производится по окружности (19), число 
измерений 10n . При м9  погрешность 
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определения координат по осям мDx 4,6 , 

мDy 2,5 , мDz 4,1  или отклонение по-

ложения мDDDD zyx 4,8 . 
В случае равномерного прямолинейного 

движения объекта 1K  координаты источника 
радиоизлучения (1) равны: 
 10 atxx iMi  , 10 btyy iMi  , 10 ctzz iMi  , 
подстановка которых в систему уравнений (10) 
приводит к следующему результату: 
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 (20) 

На рисунке 3 показана зависимость диспер-
сии погрешности определения координат x  (15) 
от порядка S  ряда разложения Тейлора (9) и от 
числа точек измерений n , движение пункта 
приема 2T  определяется уравнением (19), коор-
динаты источника радиоизлучения M  равны 
(км): 
 iMi tx 3,020  , iMi ty 5,020  , 
 iMi tz 1,010  , ni ,...,1 . (21) 

 
Рисунок 3 

Из графиков на рисунке 3 следует, что оп-
тимальное значение порядка полинома (9), при 
котором достигается минимум xD , равно 2S . 
При этом система уравнений (21) имеет вид: 
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где    
3

0

2
101010

2
1

2
1

2
1

2
0

2 8
4

r
czbyaxcbar 

 , 

0

101010
1 r

czbyax 
 .  

Представим  систему уравнений (22) в виде 
матрицы (11), где ,,,,,,( 111000 cbazyxX  

Tr ),, 210   – неизвестный 9 – вектор, 
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2g  – 

известная параметрическая матрица.  
Получим эффективную оценку вектора ко-

ординат источника радиоизлучения 

,,,( *
0

*
0

*
0 zyx*X  Trcba ),,,,, *

2
*
1

*
0

*
1

*
1

*
1   в соответст-

вии с алгоритмом (13).  
В таблице 2 показана зависимость )(grank  

от порядка Q  полинома движения пункта прие-
ма 2T  и порога значимости tol  в случае 1K , 

2S , координаты источника радиоизлучения 
M  определяются выражением (21), движение 
пункта приема 2T  задано уравнением (17) и (19), 
число измерений 20n .  
Таблица 2 

         tol  
      Q 

10-11 10-12 10-13 10-14 10-15 

1 6 6 6 8 9 
2 7 7 7 7 9 
3 8 8 8 9 9 
4 8 8 9 9 9 
5 8 9 9 9 9 
6 9 9 9 9 9 
7 9 9 9 9 9 
. . . . . . 

окруж-
ность 

9 9 9 9 9 

 

На рисунке 4 приведены зависимости дис-
персии погрешности определения координат (15) 
от погрешности измерения в случае 1K , 

2S . Координаты источника радиоизлучения 
M  определяются соотношением (21), координа-
ты пункта приема 2T  определяются соотноше-
нием (19), число измерений 20n . При 

м9  погрешность определения координат 

по осям мDx 8,60 , мDy 2,116 , 

мDz 8,81  или отклонение положения 

zyx DDDD   м6,154 . 
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Рисунок 4 

В случае равномерно ускоренного движения 
2K  координаты источника радиоизлучения 

(1) равны: 
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На рисунке 5 показана зависимость диспер-
сии погрешности определения координат по оси 
x  (15) от порядка S  ряда разложения Тейлора 
(9) при различном числе точек измерений n . 
Движение пункта приема 2T  осуществляется по 
окружности (19), координаты источника радио-
излучения M  равны (км):  
 201,03,020 iiMi ttx  , 201,05,020 iiMi tty  , 
 iMi tz 1,010  , ni ,...,1 . (24) 

 
Рисунок 5 

Из графиков на рисунке 5 следует, что оп-
тимальное значение порядка полинома (9), при 
котором достигается минимум xD , равно 4S . 
При этом система уравнений (23) имеет вид: 
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Представим систему уравнений (25) в мат-
ричном виде (11), где  ,,,,,,, 2121000 bbaazyxX  

Trcc 4321021 ,,,,,,   – неизвестный 14-вектор,
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известная параметрическая матрица.  
Получим эффективную оценку координат 

источника радиоизлучения ,,,,,( *
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алгоритмом (14).  
В таблице 3 приведена зависимость )(grank  

от порядка Q  полинома движения пункта прие-
ма 2T  и порога значимости tol  в случае 2K , 

4S , координаты источника радиоизлучения 
M  определяются соотношением (24), движение 
пункта приема 2T  задано уравнениями (17) и 
(19), число измерений 30n . 

На рисунке 6 приведены зависимости дис-
персии погрешности определения координат (15) 
от погрешности измерения   в случае 2K , 

4S , координаты источника радиоизлучения 
M  определяются соотношением (24), движение 
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пункта приема 2T  осуществляется по окружно-
сти (19), число измерений 30n . При м9  
погрешность определения координат по осям 

мDx 5,353 , мDy 6,426 , мDz 8,273  
или отклонение положения 

мDDDD zyx 1,618 . 

Таблица 3 
       tol  
     Q 

10-11 10-12 10-13 10-14 10-15 

1 10 11 12 14 14 
2 10 12 13 14 14 
3 12 13 14 14 14 
4 14 14 14 14 14 
5 14 14 14 14 14 
. . . . . . 

окруж-
ность 

14 14 14 14 14 

 

 
Рисунок 6 

Вывод. Из полученных результатов следует, 
что ранг матрицы g  зависит только от степени 
Q  полинома, описывающего движение пункта 
приема 2T , и порога значимости tol  и не зави-
сит от движения источника радиоизлучения M . 
Результат работы алгоритма (13) зависит только 
от характера движения пункта приема 2T , не за-
висит от вида движения источника радиоизлуче-
ния. Чем выше степень Q  полинома, описы-
вающего движение пункта приема 2T , тем боль-
ше ранг матрицы g  и более точная оценка коор-
динат (13). Когда пункт приема 2T  движется по 
окружности, ранг матрицы g  и точность оценки 

координат (13) максимальны. С другой стороны, 
чем больше маневренность источника радиоиз-
лучения, задаваемая степенью K  полинома (1), 
тем больше погрешность определения  коорди-
нат. 

Рассмотренные примеры движения объекта 
позволяют заключить, что для достижения ми-
нимальной ошибки определения параметров 
движения объекта необходимо выбирать поря-
док полинома аппроксимации равным KS 2 . 
Разработанный с учетом данного условия алго-
ритм определения координат источника радио-
излучения имеет небольшую вычислительную 
сложность, позволяет определять координаты на 
непрерывном отрезке траектории, а также дина-
мические параметры движения - скорость, уско-
рение и т.д. Вместе с тем при малом числе точек 
измерения, большой маневренности источника 
радиоизлучения, а также при неоптимальной 
пространственной структуре измерений погреш-
ность измерения может быть значительной. Для 
устранения этих недостатков возможна модифи-
кация предложенного метода путем оптимиза-
ции пространственной структуры измерений, а 
также применения методов оптимального стати-
стического синтеза. 
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УДК 621.01.512 

С.С. Мамонов, И.В. Ионова 
УГЛОВАЯ МОДУЛЯЦИЯ В СИСТЕМЕ 

ФАЗОВОЙ АВТОПОДСТРОЙКИ ЧАСТОТЫ 

Рассмотрена задача определения автомодуляционных колебаний в сис-
теме фазовой автоподстройки частоты. Получены условия угловой модуля-
ции. Показано, что характеристики автомодуляционных колебаний зависят 
от параметров коэффициента передачи фильтра нижних частот. 

Ключевые слова: нелинейные колебания, угловая модуляция, фазовая ав-
топодстройка, матричные уравнения, предельный цикл. 

Введение. Системы фазовой автоподстрой-
ки частоты (ФАПЧ) нашли широкое применение 
для решения задач синхронизации, стабилизации 
частоты, управления частотой и фазой радиоко-
лебаний, фильтрации, демодуляции, формирова-
ния и обработки сигналов, а также ряда других 
задач [1, 2]. 

Характерной особенностью систем ФАПЧ 
является наличие цепи управления по фазе, по-
зволяющей успешно решить задачу синхрониза-
ции частоты управляемого генератора относи-
тельно опорного сигнала. В то же время вне об-
ласти синхронизации такая цепь может обеспе-
чивать широкие возможности для возбуждения 
разнообразных автомодуляционных колебаний, 
в том числе и хаотических. В этой связи акту-
альным является рассмотрение свойств и харак-
теристик различных видов автомодуляционных 
колебаний в системах ФАПЧ и предложение 
способов управления автомодуляционными ко-
лебаниями в таких системах, позволяющих ре-
шить как важную для практики задачу подавле-
ния паразитных автомодуляционных колебаний, 
так и альтернативную задачу усиления эффектов 
автомодуляции в целях создания эффективных 
генераторов сложномодулированных колебаний 
на этой основе [3–6]. 

Цель работы: найти области параметров 
системы ФАПЧ для реализации автомодуляци-
онных режимов, определить способы управле-
ния эффектами автомодуляции. 

Теоретические исследования. Базовая ма-
тематическая модель системы ФАПЧ имеет вид 
[1–6] 
 нFpKp  )()(  , (1) 
где  разность фаз подстраиваемого и опорно-
го генераторов,  dtdp / оператор дифферен-
цирования,   – максимальная расстройка по 
частоте, которая может быть скомпенсирована 
цепью управления, constн   – начальная рас-
стройка, )( pK  коэффициент передачи фильтра 

нижних частот, )(F характеристика фазового 
дискриминатора. Уравнение (1) является также 
математической моделью системы ФАПЧ при 
приближенном учете запаздывания в цепи 
управления и моделью кольца из двух фазо-
управляемых генераторов с фильтрами первого 
порядка [4, 5]. В случае дробно-рационального 
коэффициента передачи фильтра )( pK  

)()( pQpB , где )( pB , )( pQ  – многочлены 
относительно оператора дифференцирования, 
уравнение (1) приводится к системе дифферен-
циальных уравнений [7] 
 xcbAxx T  ),( , (2) 
где nRcbx ,, , )(  является непрерывно диф-
ференцируемой и  -периодической функцией. 
Одним из видов автомодуляционных колебаний 
системы ФАПЧ является угловая модуляция, 
определяемая решением системы (2), периоди-
ческим по фазовой переменной  . Условия, 
обеспечивающие такие автомодуляционные ре-
жимы системы ФАПЧ, определяются результа-
тами следующей теоремы. 

Теорема. Пусть для системы (2) выполнены 
условия: 

1) система уравнений 
 yyy   ),(  (3) 
при 01   имеет предельный цикл второго 
рода )(1 F , система (3) при 02  , 12   
имеет предельный цикл второго рода )(2 F , 

)()(0 21  FF   для любого );(  ; 
2) система матричных уравнений 

 rHbHccLHAHA TT  ,22  (4) 
при 01  , 0 , cr  , 0bcT  имеет 
решение T

11 HHH  , 0 1LL , матрица 1H  
имеет одно отрицательное и )1( n  положитель-
ное собственное значение; 

3) система матричных уравнений (4) при 
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02  , 0 , cr   имеет решение H  
= 0 T

22 HH , 0 2LL , матрица 2H  является 
положительно определенной; 

4) выполняются соотношения 04 1
2
1  , 

 11
2
11 24 ,  )()(2 121 FF  

04 1
2
11 





   для любого );(  . 

5) справедливо неравенство  20  
 2 .  

Тогда система (2) имеет предельный цикл 
второго рода. 

Доказательство. Рассмотрим функции 
)(1 zV )(2

1 FxHx 1
T , )()( 2

22  FV xHxz 2
T , 

где 










x

z , функции )(1 F , )(2 F  удовлетво-

ряют условиям 1), 4), 5) теоремы. Пусть 1  
}0,0)(:{ 1  xczz TV , }0)(:{ 22  zz V . С 

учетом условия 2) и теоремы Шура [8] найдем 
определитель матрицы )( 1

1
T

1 ccH   
   )det(det)det( 1

1
1

1
T-1

11
T

1 ccHEHccH  
   )det(det 1

1
T

1 bcEH  
 11

T HHbc det)1(det)1( 1
1

1
1   . (5) 

В силу соотношения (5) и того, что 0Tcc  и 
матрица 1H  имеет одно отрицательное и )1( n  
положительное собственное значение, получим, 
что 
 01   T

1 ccH . (6) 
Если 1z , то в силу (6) справедливо неравен-
ство 
 )(1  FxcT . (7) 
С учетом условия 3) и теоремы Шура [8] найдем 
определитель матрицы )( 1

2
T

2 ccH   
   )det(det)det( 1

2
1

2
T-1

22
T

2 ccHEHccH  
   )det(det 1

2
T

2 bcEH  
 22

T HHbc det)1(det)1( 1
2

1
2   . (8) 

В силу соотношения (8) и того, что 0Tcc  и 
матрица 2H  является положительно определен-
ной, получим, что 
 01   T

2 ccH . (9) 
Если 2z , то в силу (9) справедливо неравен-
ство 
 )()( 2

2
2 FxcT . (10) 

Пусть bq )(2
2/1  

 F , тогда  


1qHq 1
T  

)()()( 2
1

2
2

2
2  FFF  cbT , :{1 zq   

}0,0)(1  xcz TV  для любого );(  , при 
этом )()( 2

2
2

2
1  

 FF cbqHq T
2

T , 2q  
для любого );(  . Таким образом, мно-
жество 21    содержит внутренние точки 
и  }:{ 0z Ø для любого );(0  . 
Так как матрица 2H  является положительно оп-
ределенной и функция )(2 F  - ограниченной, то 
множества }:{ 02  z , }:{ 0 z  яв-
ляются ограниченными для любого 

);(0  . Граница множества   имеет вид 

21   , где ,0,0)(:{ 11  xczz TV  
}0)(2 zV , }0)(,0,0)(:{ 122  zxczz T VV . 

На основании условий 1), 2) теоремы найдем 
производную функции )(1 zV  в силу системы (2) 
на множестве 1  
  )(2)()(1 bHxxAHHAxz 1

T
11

TTV  

 

 2

1
1

1 )(2)()(2 xcxc TT

d
dFF  

 













d
dF

F
FF )(

)(
)()(2)(2 1

1
1

2
1 xcT  

 )(2)(2)(2 2
111

2
1  FFxcxc TT . (11) 

В силу условия 4) теоремы выполняется нера-
венство 04 1

2
1  . Введем обозначения 1y  

1

1
2
11

1 2
4

)(



 F , 





1

1
2
11

1 2
4

)(F  

2y . С учетом (7), (10) и условия 4) теоремы 
для 1z  получим соотношение 
 2211 )()( yFFy  xcT . (12) 
Неравенства (11), (12) позволяют определить 
знак производной функции )(1 zV  в силу системы 
(2) на множестве 1  
 0)(1 zV . (13) 

На основании условий 1), 3) теоремы найдем 
производную функции )(2 zV  в силу системы (2) 
на множестве 2  
  )(2)()(2 bHxxAHHAxz 2

T
22

TTV  

 

 2

2
2

2 )(2)()(2 xcxc TT

d
dFF  

 













d
dF

F
FF )(

)(
)()(2)(2 2

2
2

2
2 xcT  

 )(2)(2)(2 2
222

2
2  FFxcxc TT . (14) 

Введем обозначения 





2

2
2
22

2 2
4

)(F  
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1y , 
2

22
2
2

22 2
4

)(



 Fy . С учетом (7), 

(10) и условия 5) теоремы для 2z  получим 
соотношение 
 2211 )()(0 yFFy  xcT . (15) 
Неравенства (14), (15) позволяют определить 
знак производной функции )(2 zV  в силу систе-
мы (1) на множестве 2  
 0)(2 zV . (16) 
Из (13), (16) следует, что множество   является 
положительно инвариантным, а множество 

 }:{ 0z выпуклым, замкнутым и огра-
ниченным. В силу соотношения (7) и теоремы 
Брауэра множество   содержит предельный 
цикл второго рода [8]. 

Результаты моделирования. Практиче-
ские исследования. Рассмотрим математиче-
скую модель (1) системы ФАПЧ с дробно-
рациональным коэффициентом передачи фильт-
ра второго порядка [3, 8, 9]. Перейдем в уравне-
нии (1) к новому времени t , переменную   
переобозначим через переменную t . Пусть 

)( pK  
11

2
21

 



pp
apa , тогда заменой перемен-

ных  2x , )(121  axx  , 1
21 )(  aн , 

)(  )(F  уравнение (1) приводится к сис-
теме дифференциальных уравнений  
 xcbxAx T~~),(~~~~   , (17) 

где 






 


01
~ 11A , 











b~ , 









1
0~c , 1a , 

)( 112 aa  . Рассмотрим случай когда 
 sin)(F ,  R,,, 11 . Матрица A~  имеет 

собственные значения 1
2
1

11
2,1 422   . 

Если 04 2
11  , то матрица A~  имеет собст-

венные значения с мнимой частью. Для случая 
04 2

11   система изучена в работах [8, 9], 
если 04 2

11  , то не выполняются условия 2), 
3) теоремы 3.15.1 [8]. Для анализа системы мат-
ричных уравнений (4) матрицу A~  неособенным 
преобразованием приведем к жордановой мат-
рице [10]. В системе (17) сделаем замену пере-
менных Sxx ~ , система (17) приведется к сис-
теме (2), где SASA -1~

 , bSb -1~ , Scc TT ~ . 

Пусть 











1

1S , 2/1 , 04 2
11  , 

2
11

1 42   , тогда  12(det sS  

0)1  , 










 

1

1 1
s

1-S , 










A  

TJE  , E -единичная матрица, J  








 


01
10

, 










 

)(
)1(

1

1
sb , 












1

c , 

 bcbSScbc T-1TT ~~~~ .  
Рассмотрим систему матричных уравнений 

(4). Если T
11 ccLLL 12 , bbTb ,  11  

 1
b , то непосредственной подстановкой в (4) 

проверяется, что матрицы T
11 HHH  , 

T
11 LL  , 

  TTT
1 bbEJJcbcbH 11 2)(   bb t , (18) 

   )(2 1 TTT
1 JcbJcbL b  

  TJbbJ 122  bt , (19) 
где Rt , удовлетворяют системе матричных 
уравнений (4) при T

11 ccLLL 12 , cr  . 
Для определителей матриц 1H ,  11 LL  

Tcc12  выполняются соотношения 
 )2(det 1

cb t   cbH T
1 , (20) 

   22
1

22 ))(2((4det bcb tt JbcbcL TT
1  

 ))2( cb t  bcT , (21) 
где ccTc , Rt . С учетом критерия Сильве-
стра [10] и равенств (20), (21) получим, что если 
выполнены неравенства 
 0)2(det 1  

cb t cbH T
1 , (22) 

 0)(2 2
11122121  cbcbcbtb , (23) 

  22
1 ))(2( bc tt Jbcbc TT  

 0)2(  cb t bcT , (24) 
то матрица 1H  имеет одно положительное и од-
но отрицательное собственное значение, матри-
ца 1L  является отрицательно определенной. Со-
отношения (22-24) определяют значения t , 1 , 
при которых выполняется условие 2) теоремы. 
Пусть   )1()(1(1

2112 sbcbcJbcT  
0))(() 1

1  
s , тогда в рассмат-

риваемом примере неравенства (22-24) примут 
вид 
 1)2(  ct , 02112  bcbcJbcT , (25) 
 )())(2( 2122121

2
11 tfbcbcbtbc   , (26) 

 )(
)2( 1

22

1 tf
t
t b

c

b 







 . (27) 

Для функции )(1 tf  на интервале    ;)2( 1
c  
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существует точка минимума 00 t , 
1

1 )0(  bf . Таким образом, если выполнены 
соотношения 
 02112  bcbc , (28) 
 )0()()0( 21221

2
1

1
1 fbcbccf b   , (29) 

то при 1
1

 b , 0t  справедливы неравенства 
(25-27) и матрицы 1H , 1L  имеют вид 
 )(1 JJcbcbH TT

1  
b , (30) 

 TTTT
1 ccJcbJcbL  

1
11 2)(2 bb , (31) 

для рассматриваемого примера выполняется ус-
ловие 2) теоремы. 

Рассмотрим систему матричных уравнений 
(4). Пусть T

22 ccLLL 22 , bbTb , 2  
 

2
1

b , тогда непосредственной подстановкой 
в (4) проверяется, что матрицы T

22 HHH  , 
T
22 LL  , 

  TTT
2 bbEJJcbcbH 11 2)(   bb t , (32) 

   )(2 1 TTT
2 JcbJcbL b  

  TJbbJ 122  bt , (33) 
где Rt , удовлетворяют системе матричных 
уравнений (4) при T

2 ccLL 22 , cr  . Для 
определителей матриц )( ijh2H ,  22 LLL  

Tcc22  выполняются соотношения 
 )2(det 1

cb t  
2H , (34) 

   22
2

22 ))(2((4det bcb tt JbcbcL TT
2  

 ))2( cb t  bcT , (35) 
где ccTc , Rt . С учетом критерия Сильве-
стра [10] и равенств (32), (34) получим, что если 
выполнены неравенства 
 0)(2 2211

2
211  bcbctbh , (36) 

 0)2(det 1  
cb t2H , (37) 

то матрица 2H  является положительно опреде-
ленной. Пусть выполнены неравенства  
 0)(2 2

12122121  cbcbcbtb , (38) 
0)2())(2( 22

2  cbbc ttt JbcT , (39) 
тогда матрица 2L  является отрицательно опре-
деленной. Соотношения (36–39) определяют зна-
чения t , 2 , при которых выполняется усло-
вие 3) теоремы. Если 0 JbcT , 22111 bcbch  , 
то в рассматриваемом примере неравенства 
(36-39) примут вид 
 12

21 )2(  bht , (40) 
 1)2(  ct , (41) 

 )())(2( 2122121
2

12 tfbcbcbtbc   , (42) 

 )(
)2( 1

22

2 tf
t

t b

c

b 







 . (43) 

Для функции )(1 tf  на интервале    ;)2( 1
c  

существует точка минимума ct  1
0 , 

11
1 )(   bcf , при этом 0)2( 12

210  bht . 
Для функций )(1 tf , )(2 tf  найдем разность 
    0)( 12

1
22

2
1

2
1

1   cbff ccc . Таким 
образом, если выполнено неравенство  
 02112  bcbc , (44) 
то при 2

2
 b , 2

2
 , 1 ct  спра-

ведливы соотношения (40-43). Система матрич-
ных уравнений (4) имеет решение 2H , 2L :  
   )(1 JJcbcbH TT

2 b  
 )(2 11 Tbb  bc E , (45) 
   )(2 1 TTT

2 JcbJcbL b  
 TT ccJbbJ  

2
111 2)2(2 bbc , (46) 

для рассматриваемого примера выполняется ус-
ловие 3) теоремы.  

Для условия 5) теоремы определим значение 

2 . Пусть 










 




21

21
21 ),(

bb
bb

ccAbcT  

 )()( 21122211 bcbcbcbc , тогда 

 

















  12

2 . (47) 

Таким образом, если для системы (3) при 
1 , 2  существуют предельные циклы 

второго рода )(1 F , )(2 F , )()(0 21  FF  для 
любого );(   и выполняются соотноше-
ния 
 02112  bcbc ,  1

2
1 4 , 

 11
11

  b , (48) 

  11
2
11 24 , (49) 

 2/3
2

 , (50) 

 0
2

4
)()(

1

1
2
11

12 



 FF  (51) 

для любого );(  , то выполняются усло-
вия 4)-5) теоремы, система (17) имеет предель-
ный цикл второго рода. 

Рассмотрим систему (17) при 11  , 2 , 
9 , 5,0 . Определим значение 1 , при ко-

тором выполняются неравенства (48-51). Найдем 
5,02/1  , 142 1

1   , 25,01  , 2  
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25,01   ,   025,0)1( 2  s ,  12bc  
1

21 5,2  bc . С учетом (48) определим ограни-
чения на 1  и   
 211

11 4,0   
b . (52) 

Для системы (3) при  sin)( , 5,0  су-
ществует значение 408,0кр  [8] такое, что ес-
ли 408,0 кр , то система (3) имеет пре-
дельный цикл второго рода. Для предельного 
цикла )(2 F  значение 2  удовлетворяет нера-
венству (50) 074,02/3

2   . В качестве 2  
возьмем значение 0739,02  . Предельный 
цикл )(2 F  определяется начальными условия-
ми 0)0(  , 914,6)0( y . Анализируя неравен-
ства (49), (51), найдем ограничения для значения 

1 . Численными методами определяется 1  и 
максимальное 1 , при которых выполняются не-
равенства (49), (51). Получим, что если 

228,01   и 867,30  , то предельный цикл 
)(1 F  определяется начальными условиями 

0)0(  , 627,2)0( y  и для любого );(   
выполняется соотношение  
 0)()( 102  FF . (53) 
С учетом (53) найдем максимальное значение 
для 1 , при котором справедливо неравенство 
(51)  

 






0

1

1
2

1

1
2
11

6
2228,0228,0

2
4








 

 015938,0867,3 max   . 
В силу (52) получим, что если ]0398,0;0(2  , 

]2898,0;25,0(1  , ]015938,0;0(1 , то выпол-
няются неравенства (48), (51). Для (29) получим 

  )75,3813(2)()0( 21
1221

2
12 sbcbccf

 0  при ]0398,0;0(2  , следовательно )0(1f  
)0(2f . Если ]2898,0;25,0(1  , 1  

]015938,0;0( , то для (49) получим 2
1  

11
2 24228,0   ,  228,04 1

2
11   

11
2 62228,0   . Таким образом, при 

]2898,0;25,0(1   выполнены условия теоремы, 
система (17) имеет предельный цикл второго 
рода. 

В силу (30) при 0t  матрица 1H  имеет вид 











 

12

211

hh
hh

b1H , 22111 bcbch  ,  212 bch  

12bc . Найдем матрицу  -1
1

-1
1 SHSM T)(  











32

21

mm
mm

. Для рассматриваемого примера 

получим 95,01 m , 211,02 m , 064,03 m . 
С учетом (45) найдем матрицу 2M  











32

21)(
mm
mmT 1-

2
1- SHS , 95,01 m , 211,02 m , 

158,03 m . 
Для системы (17) выполняется условие 4) 

теоремы, следовательно, справедливы все усло-
вия теоремы, система (17) имеет предельный 
цикл второго рода.  

Результаты теоремы позволяют определить 
в фазовом пространстве область, содержащую 
начальные условия предельного цикла системы 
(17). 

В плоскости 0  рассмотрим линии:  
  xSHSxxHx -1

1
-1T

1
T ~)(~)0(: 2

11
TFL   

  2
221

2
1

2
1

~064,0~~422,0~95,0)0( xxxxF  
 2627,2 , 
  )0(~)(~)0(: 2

2
2

22 FFL T xSHSxxHx -1
2

-1T
2

T  
 22

221
2

1 914,6~158,0~~211,02~95,0  xxxx , 
  )0(~~)0(: 113 FFL xcxc TT  
 627,23~

2  x , 
  )0(~~)0(: 224 FFL xcxc TT   
 914,63~

2  x . 
На рисунке 1 изображена область 0 , ограни-
ченная линиями 1L , 2L , 3L , 4L . Область 0  со-
держит начальные условия предельного цикла 
системы (17). 

 
Рисунок 1 – Область начальных условий 

предельного цикла системы (17)  

Численными методами показывается, что 
цикл системы (17) определяется начальными 
условиями 66,4)0(~

1 x , 82,12)0(~
2 x , 0)0(   

из области 0 . На рисунке 2 изображена проек-
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ция цикла системы (17) при 2898,01   на плос-
кость )~,~( 21 xx . Численный анализ показывает, 
что глубина автомодуляционных колебаний (оп-
ределяемая размерами предельного цикла) уве-
личивается с ростом параметра 1 . При даль-
нейшем увеличении значения 1  происходит 
бифуркация удвоения периода предельного цик-
ла, что является предпосылкой для перехода 
системы ФАП к хаотически модулированным 
колебаниям. 

 
Рисунок 2 – Проекция предельного цикла системы 

(17) на плоскость )~,~( 21 xx  при 2898,01   

На рисунке 3 изображена проекция цикла 
системы (17) на плоскость )~,~( 21 xx  при 11  . 

 
Рисунок 3 – Проекция предельного цикла системы 

(17) на плоскость )~,~( 21 xx  при 11    

Заключение. В работе предложен подход 
определения условий, при которых в системе 
ФАПЧ наблюдаются режимы с угловой модуля-
цией. В основу подхода положен метод нело-
кального сведения, показано, что исследование 
системы ФАПЧ с фильтрами высоких порядков 
сводится к анализу матричных уравнений и сис-

тем дифференциальных уравнений второго по-
рядка. Предложенный подход позволяет опреде-
лить область начальных условий автомодуляци-
онных режимов системы ФАПЧ и глубину авто-
модуляционных колебаний. Пусть )(A - произ-
вольное собственное значение матрицы A  сис-
темы (2), тогда одним из условий угловой моду-
ляции для метода, предложенного в работах [8, 
9], является выполнение равенства 0)(Im A . 
В статье получены критерии угловой модуляции 
для случая 0)(Im A , что позволяет расши-
рить класс систем ФАПЧ, обладающих автомо-
дуляционными колебаниями. Результаты, полу-
ченные в работе, целесообразно использовать на 
начальном этапе анализа хаотически модулиро-
ванных колебаний для систем ФАПЧ. 
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УДК 621.398.694 

В.Г. Андреев, В.А. Белокуров 
МОДЕЛИРОВАНИЕ МАГНИТОМЕТРИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 

БЕСПЛАТФОРМЕННЫХ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ 
НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

Предложен и исследован метод оптимизации линейных авторегрессион-
ных моделей сигналов с выходов магнитометров, основанный на процедуре 
взвешивания вектора коэффициентов авторегрессии поправочным множи-
телем. Показано, что предлагаемый метод дает возможность сократить 
в 2…4 раза вычислительные затраты на построение переопределенной ав-
торегрессионной модели магнитометрических сигналов путем исключения 
процедуры перемножения прямоугольных корреляционных матриц модели-
руемого процесса в переопределенной системе линейных уравнений. 

Ключевые слова: линейная авторегрессия, спектр, моделирование вре-
менных рядов, переопределённая система уравнений Юла-Уолкера. 

Введение. Сигналы с выходов магнитомет-
рических датчиков бесплатформенных инерци-
альных навигационных систем (БИНС) часто 
искажены мешающими коррелированными ком-
понентами, наличие которых обусловлено внеш-
ними электромагнитными воздействиями на 
магнитометр. Источниками подобных воздейст-
вий могут служить окружающая БИНС бортовая 
аппаратура и/или внешние по отношению к но-
сителю навигационной системы электромагнит-
ные излучения. Отметим, что из-за дискретного 
характера съёма навигационных данных имеет 
место эффект наложения (элайзинга) спектров 
высокочастотных мешающих и низкочастотных 
полезных сигналов с выходов датчиков. Поэтому 
актуальна задача построения моделей магнито-
метрических сигналов для отладки алгоритмов 
их обработки с целью подавления мешающих 
компонент процессов на выходе магнитометров. 

Как показали эксперименты, паразитные со-
ставляющие магнитометрических сигналов 
имеют выраженный узкополосный характер, что 
дает возможность для их описания эффективно 
применять авторегрессионные (АР) моде-
ли [1, 2]. 

Традиционно параметры АР-моделей нахо-
дятся из решения системы линейных уравнений 
Юла-Уолкера [1], основанного на обращении 
корреляционной матрицы R моделируемого 
процесса. При этом дающие его компактное 
описание низкие порядки p моделей не позволя-
ют достаточно полно учесть влияние старших 
коэффициентов Rj, k корреляции с индексами 
│j−k│>p на модель, что снижает ее адекват-
ность. Поэтому в ряде случаев применяют-
ся [3, 4] переопределенные АР-модели с различ-
ной глубиной m переопределенности. Недоста-

ток такого подхода заключается в увеличении 
вычислительных затрат на нахождение парамет-
ров модели, что связано с необходимостью пе-
ремножения прямоугольных (p+m)×p корреля-
ционных матриц при их квазиобращении. Вме-
сте с тем существует возможность найти попра-
вочный коэффициент χ, домножение на который 
вектора а авторегрессии, полученного из реше-
ния нормального уравнения Юла-Уолкера для 
АР-процесса [1], дает возможность скорректиро-
вать параметры авторегрессионных моделей, 
повысив в ряде случаев их адекватность по кри-
терию среднеквадратического отклонения спек-
тров до уровня переопределенных АР-
моделей [4]. 

Цель работы – разработка методики синте-
за модифицированных переопределенных авто-
регрессионных моделей магнитометрических 
сигналов, которая дает возможность исключить 
процедуру квазиобращения корреляционных 
матриц при нахождении коэффициентов вектора 
а авторегрессии. 

Постановка задачи. В отличие от традици-
онного [1] подхода к построению авторегресси-
онных фильтров предлагается введение допол-
нительного множителя χ, который входит в 
уравнение Юла линейной авторегрессии: 

yn=xn−χ aТy, (1)
где a – p-мерный вектор-столбец коэффициентов 
aj авторегрессии, y – p-мерный вектор-столбец 
выходных отсчетов yj фильтра при j=n…n−p, Т – 
знак транспонирования. 

Вектор a находят из уравнения Юла-
Уолкера для АР-процесса [1], которое для даль-
нейшего изложения удобно представить в сле-
дующем, эквивалентном известному [1] виде [5]: 
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a=−R−1r, (2)
где R – (p×p)-мерная корреляционная матрица 
моделируемого процесса, rT=[R1,0; R2,0;…; Rp,0] –
 p-мерный крайний левый вектор-столбец 
(p+1)×(p+1)-мерной матрицы R без ее верхнего 
элемента R0,0. 

Известно [3, 4], что при описании узкопо-
лосных процессов лучшие результаты удается 
получить при использовании переопределенной 
системы уравнений типа (2), т.е. при переходе к 
квазиобращению дополненной m строками мат-
рицы R. При этом выражение (2) модифицирует-
ся: 

a~ =−( R~ H R~ )−1 R~ H r~ , (3)

где a~  – модифицированный вектор авторегрес-
сии, найденный из переопределенной системы 
линейных уравнений; R~ , r~  – (p+m)×p-мерная 
корреляционная матрица и (p+m)-мерный век-
тор-столбец автокорреляции (соответственно), 
дополненные m строками; H – знак транспони-
рования и комплексного сопряжения. 

Отметим, что обращение (p×p)-мерного 
произведения R~ H R~  матриц дополнительно ос-
ложнено из-за часто имеющей место на практике 
его плохой обусловленности [6], что затрудняет 
нахождение модифицированного вектора a~  ав-
торегрессии [3]. Поэтому предлагается вместо 
решения (3) применить подход, изложенный ни-
же. 

Аналитическое решение. На первом этапе 
по (2) рассчитывается вектор a авторегрессии, а 
на втором этапе определяется корректирующий 
множитель χ, входящий в (1) и учитывающий 
информацию о дополнительных m коэффициен-
тах корреляции (m строках R~  и r~ ). 

Для расчета χ, как и для нахождения реше-
ния a~  при квазиобращении в (3), используется 
критерий минимума квадрата длины Ε вектора ε 
невязки: 

Ε=εHε, где ε= r~ +χ R~  a. (4)
Выражения (4) описывают оптимизацион-

ную функцию: 
Ε=( r~ +χ R~  a)H( r~ +χ R~  a) min

C
 , (5)

где С – пространство комплексных чисел. 
Для нахождения оптимального значения χopt 

возьмем производную по χ от целевой функ-
ции (5): 

dΕ/dχ=d[ r~ H r~ +χ (aH R~ H r~ + r~ H R~  a)+ 

+χ2 aH R~ H R~  a]/dχ= 

=(aH R~ H r~ + r~ H R~  a)+2χaH R~ H R~  a. 

(6)

Приравняв (6) к нулю, получим в качестве 
решения полученного уравнения оптимальную 
величину χopt корректирующего множителя χ 
в (1): 

χopt=−(aH R~ H R~  a)−1 Re(aH R~ H r~ ), (7)
где Re – оператор выделения действительной 
части. Отметим, что в выражении (7) обращения 
матрицы не требуется, так как квадратичная 
форма aH R~ H R~  a вырождается в скаляр, что даёт 
значительные преимущества не только в вычис-
лительных затратах, но и при плохой обуслов-
ленности матричного произведения R~ H R~  [6]. 

Проанализируем знак второй производной 
по χ от целевой функции (5): 

dΕ2/d2χ=2aH R~ H R~  a. (8)
Согласно (8) знак второй производной стро-

го положителен при ненулевой длине вектора a, 
т.е. найденное значение χopt – это аргумент при 
глобальном минимуме целевой функции Ε(χ) (5). 

Экспериментальные исследования. На ри-
сунке 1 приведен пример параметрических оце-
нок нормированного к своему максимальному 
значению экспериментального энергетического 
спектра P(f ) центрированного (с удалённой по-
стоянной составляющей) сигнала на выходе од-
ного из магнитометрических каналов, получен-
ного с помощью находящегося в состоянии по-
коя датчика ADIS16405 фирмы «Analog 
Devices». При этом нормированная мощность P 
представлена в относительных единицах 
(отн. ед.), частота f – в Гц, длительность анали-
зируемой выборки составляла 10 с, интервал Δt 
дискретизации Δt=0,0262 с. 

На рисунке 1 обозначены: пунктирной лини-
ей 1 – оценка спектральной плотности мощно-
сти, полученная с помощью обычной АР-модели 
p=4 порядка, параметры которой рассчитаны 
по (2); точечной линией 2 – оценка спектральной 
плотности P(f ), полученная с помощью переоп-
ределённой АР-модели, параметры которой бы-
ли найдены по (3) при m=10 и p=4; жирной 
сплошной линией 3 – оценка энергетического 
спектра предлагаемым методом при том же чет-
вёртом порядке; сплошной тонкой линией 4 –
контрольный спектр [7], построенный с помо-
щью авторегрессионной модели 20-го порядка 
по (2). 

Из рисунка 1 видно, что все рассмотренные 
параметрические методы спектрального оцени-
вания выделяют доминантную паразитную гар-
монику на частоте f≈11,8 Гц, но более близкие к 
контрольному спектру (сплошная тонкая ли-
ния 4) результаты дали предлагаемый (жирная 
сплошная линия 3) метод и известная методика 
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построения переопределённой АР-модели (то-
чечная линия 2). 
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Рисунок 1 – Спектральные характеристики  

магнитометрических данных 
 

Оценка эффективности. Для формальной 
оценки эффективности предлагаемого подхода к 
моделированию магнитометрического сигнала 
сформируем вектор ε невязки между векторами 
отсчетов спектральных плотностей мощности 
(СПМ): 

ε=c−s, (9)
где c – L-мерный вектор СПМ контрольной мо-
дели, в качестве которой используется энергети-
ческий спектр, полученный с помощью АР-
модели 20-го порядка; s – L-мерный вектор СПМ 
исследуемой модели. 

В качестве критерия адекватности моделей 
принята нормированная величина Ε квадрата 
длины L-мерного вектора-столбца ε невязки: 

Ε=εTε/L, (10) 
где L – число спектральных отсчетов. При фор-
мировании приведенной на рисунке 2 зависимо-
сти десятичного логарифма величины Ε от отно-
сительной мощности λ некоррелированного шу-
ма было принято L=2048, p=4, m=10. 

 

 
Рисунок 2 – Зависимости квадрата длины 

вектора невязки от уровня шума 
 

На рисунке 2 обозначены: пунктирной лини-
ей 1 – нормированный квадрат длины Ε вектора 
ε невязки для обычной АР-модели; точечной ли-
нией 2 – переопределённой модели; сплошной 
линией 3 – предлагаемой модифицированной 
модели. 

Шум был принят аддитивным белым гаус-
совским с нулевым средним и относительной 
мощностью λ=−50…−10 дБ при единичной от-
носительной мощности Rk,k=1 переменной со-
ставляющей исходного магнитометрического 
сигнала. 

Из приведенных зависимостей следует, что в 
широком диапазоне изменений некоррелирован-
ной составляющей магнитометрических сигна-
лов предлагаемая модифицированная модель 
незначительно уступает в адекватности переоп-
ределенной модели по критерию (10), а обычная 
АР-модель имеет низкое качество. Для числово-
го сравнения адекватности моделей введем от-
носительные различия ΔΕ1, ΔΕ2 между величи-
нами Ε обычной АР-модели и переопределенной 
модели, а также предлагаемой модели и переоп-
ределенной (соответственно): 

ΔΕ1=(Ε1−Ε2)/Ε2, ΔΕ2=(Ε3−Ε2)/Ε2, (11) 

где Ε1, Ε2, Ε3 – нормированные квадраты длин 
векторов ε невязки для обычной АР-модели, пе-
реопределенной и предлагаемой модифициро-
ванной моделей (соответственно). 

Анализ зависимостей (11) показал, что для 
приведенного выше примера относительные 
различия для АР-метода лежат в пределах 
ΔΕ1≈2,25…2,6, а для предлагаемого метода 
ΔΕ2≈0,02…0,12. Так, при λ=−30 дБ значения ве-
личин ΔΕ соотносятся, как ΔΕ1/ΔΕ2≈22,5, а при 
увеличении мощности некоррелированной ком-
поненты до λ=−10 дБ выигрыши ΔΕ1/ΔΕ2 дости-
гают сотен раз. Рисунок 2 показывает, что пред-
лагаемый модифицированный метод и переоп-
ределённая АР-модель имеют близкую адекват-
ность описания данных с выхода магнитометри-
ческого канала БИНС в широком диапазоне из-
менений уровня λ шума. Проанализируем при 
его фиксированном значении (λ=−30 дБ) по кри-
терию (10) зависимость Ε(m) эффективности 
предлагаемой методики от глубины m переопре-
делённости при p=4 (см. рисунок 3). 

На рисунке 3 использованы аналогичные 
принятым на рисунке 2 обозначения. Из рисун-
ка 3 видно, что в широком диапазоне изменений 
величины m=1…30 глубины переопределённо-
сти предлагаемая модифицированная и переоп-
ределённая модели имеют близкие эффективно-
сти Ε3, Ε2. Так, например, при глубине переопре-
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делённости m=2…15 величина ΔΕ2 не выходит 
за пределы 0,6, а обычная АР-модель имеет от-
носительные отличия 1<ΔΕ1<10,4. 

 

 
Рисунок 3 – Зависимости квадрата длины 

вектора невязки от глубины переопределённости 
 

Вместе с тем предлагаемый метод построе-
ния модели требует для своей реализации суще-
ственно меньше вычислительных затрат, чем 
известная переопределённая модель. Сопоста-
вим их для традиционного (3) и предлагаемого 
(1), (7) методов построения переопределенных 
АР-моделей. В таблице представлены прибли-
женные выражения, связывающие порядок p мо-
делей и глубину m их переопределенности с вы-
числительными затратами, требующимися для 
нахождения коэффициентов векторов a~  и χopt∙a 
авторегрессии. При этом затраты на обращение 
(p×p)-матрицы не учитывались ввиду того, что 
подобное обращение необходимо и для осуще-
ствления первого этапа (2) предлагаемого мето-
да, и для реализации традиционной методики (3) 
квазиобращения матрицы R~  для нахождения 
вектора a~  авторегрессии переопределённой 
АР-модели. 

 

Таблица – Вычислительные затраты
 

Традиционный  
метод расчета 

Предлагаемый  
модифицированный 

метод расчёта 
Количество умножений и делений 

p3+(m+2)p2+m p 2p2+(m+1)p+m+1 
Количество сложений и вычитаний 

p3+(m+1)p2+(m−2)p p2+m p−1 
Общее количество вычислительных операций 

2p3+(2m+3)p2+(2m−2)p 3p2+(2m+1)p+m 
 

По выражениям, сведенным в таблицу, оп-
ределим, например, что при порядках моделей 
p=4 и глубине переопределенности m=10 пред-
лагаемый модифицированный метод расчета 
требует 87 умножений и делений, 55 сложений и 
вычитаний (142 операции), а традиционный под-

ход к построению переопределенных АР-
моделей предполагает осуществить 296 умноже-
ний и делений, 272 сложения и вычитания (541 
операцию), т.е. предлагаемая методика требует 
более чем втрое меньших суммарных вычисли-
тельных затрат. С увеличением порядка p моде-
лей и глубины m переопределенности выигрыши 
в вычислительных затратах нарастают, состав-
ляя, например, более 4 раз при p=4, m=20. Это 
иллюстрирует рисунок 4, на котором в логариф-
мическом масштабе приведено семейство зави-
симостей суммарного количества Z(m) вычисли-
тельных операций (вычисл. опер.), необходимых 
для реализации известного метода построения 
переопределённой АР-модели (точечные кри-
вые) и предложенного модифицированного ме-
тода (сплошные линии) при различных поряд-
ках p. 

Рисунок 4 показывает общую тенденцию 
увеличения выигрышей в вычислительных за-
тратах предлагаемого модифицированного ме-
тода нахождения коэффициентов переопреде-
лённой АР-модели с увеличением её порядка p и 
глубины m переопределённости. Так, при p=6 и 
m=15…30 выигрыши в суммарном количестве 
вычислительных операций составляют более 
четырёх раз (см. рисунок 4). 
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Рисунок 4 – Зависимости  

вычислительных затрат от параметров моделей 
Выводы. Таким образом, предлагаемый мо-

дифицированный метод нахождения коэффици-
ентов переопределенной АР-модели магнито-
метрических сигналов БИНС дает возможность 
существенно (в 2…4 раза) сократить вычисли-
тельные затраты по сравнению с традицион-
ным [1] методом расчета коэффициентов авто-
регрессии переопределённой модели по (3). Со-
кращение вычислительных затрат достигается за 
счет исключения перемножения прямоугольных 
корреляционных матриц R~  при решении пере-
определенной системы (3) уравнений и замены 
этой процедуры на свертку крайних левых век-
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торов корреляционных матриц для нахождения 
поправочного коэффициента χ по (7) с после-
дующим домножением на него вектора a авто-
регрессии, полученного из решения нормального 
уравнения (2) Юла-Уолкера для АР-процесса. 
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И.С. Холопов 
АЛГОРИТМ УПРОЩЕННОЙ КАЛИБРОВКИ MEMS ДАТЧИКОВ 

С ШЕСТЬЮ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 

Рассмотрен алгоритм калибровки трехосных MEMS акселерометра и 
гироскопа, физически размещенных в одной микросхеме. Результаты экспе-
римента с MEMS датчиком MPU-6050 фирмы InvenSense показали, что учет 
рассчитанных по данному алгоритму калибровочных параметров для акселе-
рометра и гироскопа обеспечивает максимальную ошибку не более 0,8° при 
определении крена и тангажа в статическом режиме и курса – при враще-
нии датчика в трех плоскостях с переменной угловой скоростью. 

Ключевые слова: MEMS гироскоп и акселерометр, термокомпенсация, 
трехосная поворотная платформа. 

Введение. Микроэлектромеханические 
(MEMS) датчики угловой скорости (гироскопы) 
и ускорения (акселерометры) ввиду своей ком-
пактности активно используются при определе-
нии углов ориентации в различных прикладных 
задачах. Однако погрешность определения по их 
сигналам углового положения объекта во мно-
гом зависит от точности определения поправоч-
ных коэффициентов, вычисляемых в ходе про-
цедуры калибровки. 

Цель работы: разработка алгоритма упро-
щенной калибровки для совмещенных в одном 
корпусе трехосных MEMS акселерометра (ТОА) 
и гироскопа (ТОГ). 

Математическая модель ошибок трехос-
ного MEMS акселерометра. Ошибки показаний 
ТОА возникают из-за трех факторов [1–3]: 

1) наличие постоянного смещения (bias); 
2) «просачивание» сигнала из одного канала 

в другой, вызванное неколлинеарностью (inter-

axis misalignment) троек векторов, образующих 
две системы координат: связанную с калибро-
вочной поворотной платформой OXYZ и связан-
ную с ТОА OXаYаZа (рисунок 1); 

3) собственные фликер-шумы ТОА. 

 
Рисунок 1 
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В [1–3] показано, что выходной сигнал ТОА 
в состоянии покоя может быть представлен вы-
ражением 
 ai = kT-1gi + b + nаi, (1) 
где ai = [axi, ayi, azi]T – вектор показаний акселе-
рометра, k = diag[kx, ky, kz] – диагональная мат-
рица масштабных коэффициентов ТОА, 
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T  – 

матрица коррекции, gi = [gxi, gyi, gzi]T – проекции 
вектора ускорения свободного падения на оси 
правой тройки векторов системы координат 
OXаYаZа, связанной с акселерометром, 
b = [bxi, byi, bzi]T – вектор постоянных смещений, 
nаi = [naxi, nayi, nazi]T – вектор собственных шумов 
ТОА. 

Без учета шума систему уравнений (1), вы-
полнив операции умножения матриц и векторов, 
можно записать в виде: 
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Тогда, как следует из (2), нахождение ка-
либровочных параметров для оси Z требует ми-
нимум m = 2, а для осей Y и X – соответственно 
m = 3 и m = 4 измерений. При калибровке аксе-
лерометров принято [2] устанавливать их в 
12 фиксированных положений (рисунок 2). 

 
Рисунок 2 

Для уменьшения погрешности оценивания 
выполняют усреднение калибровочных коэффи-
циентов, найденных по числу сочетаний C12

m [2]. 
В [3] для сокращения времени калибровки пред-
лагается использовать только шесть так назы-
ваемых ортогональных положений: 2), 4), 6), 7), 
8) и 11); в этом случае число сочетаний умень-
шается до C6

m, а погрешности измерения эле-
ментов матрицы масштабных коэффициентов k 

и элементов вектора смещений bi увеличиваются 
соответственно не более чем на 0,21 % и 0,02 %. 
Погрешность измерения элементов матрицы 
коррекции T при этом увеличивается на десятки 
и даже сотни процентов [3]. Однако, поскольку 
недиагональные элементы T, как правило, не 
превосходят 10-3, то при малых (не более 30°) 
углах крена и тангажа, характерных, например, 
для объектов транспорта, погрешность измере-
ния указанных углов увеличивается не более чем 
на 0,5°. 

Математическая модель ошибок MEMS 
гироскопа. В литературе [4, 5] используется 
следующая модель сигналов одноосного MEMS 
гироскопа: 
 w = B + Kw0 + K2w0

2 + K3w0
3 + ... + nг, 

где w0 – угловая скорость вращения датчика, B – 
дрейф сигналов угловой скорости, nг – фликер-
шум гироскопа. В [5] предложено ввиду малости 
коэффициентов K2, K3, ... ограничиться еще бо-
лее простой формулой 
 w = Kw0 + B + nг, (3) 
откуда масштабный коэффициент (без учета 
шума) 
 K = (w – B)/w0. (4) 

Использование (4) неудобно тем, что, во-
первых, при длительном вращении возникает 
проблема съема данных с датчика с использова-
нием контактных методов, а, во-вторых, для рас-
чета K необходим откалиброванный поворотный 
стенд, обеспечивающий вращение с постоянной 
угловой скоростью w0. Поэтому при его отсутст-
вии масштабный коэффициент K можно найти, 
проинтегрировав числитель и знаменатель пра-
вой части (4). 

Математическая модель ошибок MEMS ТОГ 
(при его вращении только в одной плоскости и 
нулевых начальных значениях углов Эйлера - 
Крылова), как и модель ошибок MEMS ТОА, 
учитывает «просачивание», вызванное неколли-
неарностью осей ТОГ и поворотного стенда [6]: 
 w = B + da + KNw0 + nг, (5) 
где w = [wx, wy, wz]T – вектор показаний ТОГ; 
w0 = [w0x, w0y, w0z]T – вектор истинных угловых 
скоростей вращения ТОГ; nг = [nгx, nгy, nгz]T – 
вектор собственных шумов ТОГ; a = [ax, ay, az]T – 
вектор действующих на ТОГ ускорений; 
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вающая неколлинеарность осей платформы и 
ТОГ (рисунок 3), Сij = cosij, Sij = sinij, 
i, j = x, y, z; K = diag[Kx, Ky, Kz] – матрица мас-
штабных коэффициентов. 

 
Рисунок 3 

В [7] для упрощения модели (5) предложено 
не учитывать ошибки, вызванные ускорением, и 
в предположении, что ij->0, Сij = 1, Sij = ij, запи-
сать (5) в виде: 
 w = B + Mw0 + nг, 
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где элементы ij, i, j = x, y, z, являются проекция-
ми оси чувствительности ТОГ i на ось j. 

Расчет коэффициентов термокомпенса-
ции. MEMS датчики имеют низкую стабиль-
ность при изменении температуры окружающей 
среды, что выражается в изменении величины 
смещения сигналов угловой скорости и ускоре-
ния MEMS ТОГ и ТОА соответственно. 
Для уменьшения температурной погрешности 
применяют методы термокомпенсации и термо-
статирования [8, 9]. 

При использовании термостатирования 
MEMS датчик, как правило, нагревается до за-
данной температуры статирования, которая 
в течение его работы поддерживается постоян-
ной. Термокомпенсация заключается в коррек-
ции показаний по сигналам встроенного либо 
внешнего датчика температуры и позволяет сни-
зить погрешность за счет использования темпе-

ратурной характеристики MEMS сенсора. К дос-
тоинствам термокомпенсации можно отне-
сти [8]: 

– готовность MEMS датчиков к работе сразу 
после включения; 

– низкое потребление тока. 
Для компенсации температурного дрейфа 

постоянных смещений гироскопа и акселеромет-
ра можно воспользоваться их зависимостью от 
температуры окружающей среды, применив по-
линомиальную аппроксимацию: 
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где B(T), b(T) – зависимости смещения от темпе-
ратуры, T0 – температура, при которой произво-
дится калибровка, KTi и kTi – температурные ко-
эффициенты соответственно для гироскопа и 
акселерометра. 

Как показывает практика, при i  2 для тем-
пературных коэффициентов справедливы нера-
венства 
 kTi < (10-3...10-2)kT1, KTi < (10-3...10-2)KT1, 
поэтому приближенно можно считать зависи-
мость (6) линейной [8]: 
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Аппроксимации (6) и (7) не учитывают яв-
ления температурного гистерезиса [8, 9] и пото-
му справедливы только для монотонного изме-
нения температуры MEMS датчика. 

Современные MEMS сенсоры с цифровым 
интерфейсом, как правило, имеют встроенный 
датчик температуры. Поэтому по результатам 
пары измерений можно оценить температурные 
коэффициенты 
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где B1, B2, b1, b2 и T1, T2 – соответственно смеще-
ния и температура для первого и второго изме-
рений. Из (8) находятся элементы матриц коэф-
фициентов термокомпенсации для MEMS ТОГ и 
ТОА соответственно: 
 KT = diag[KTx, KTy, KTz], kT = diag[kTx, kTy, kTz]. 

Поскольку для большинства недорогих 
MEMS ТОГ характерно скачкообразное измене-
ние постоянной составляющей при каждом но-
вом включении [10, 11], то вектор постоянных 
смещений B0 = [Bx(T0), By(T0), Bz(T0)]T нужно 
оценивать при каждом включении ТОГ. 

Калибровка MEMS датчика с шестью 
степенями свободы. На сегодняшний день мно-
гие производители совмещают в одном корпусе 
MEMS ТОГ и ТОА. При калибровке таких сен-
соров необходимо учитывать неколлинеарность 
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троек векторов, образующих связанные с ТОГ и 
ТОА системы координат OXgYgZg и OXаYаZа со-
ответственно (рисунки 2 и 3), поскольку перед ее 
началом требуется выставить один из датчиков 
(либо ТОГ, либо ТОА) в плоскости горизонта с 
погрешностью не более 0,1° [3]. При креплении 
на трехосную поворотную платформу платы с 
MEMS датчиком выравнивание последней по 
горизонту с помощью уровня затруднительно, а 
высокие собственные шумы не позволяют с ука-
занной погрешностью выставить ТОА по крите-
рию максимума показаний вдоль оси Zа. Поэто-
му в рассматриваемом алгоритме перед началом 
калибровки в плоскости горизонта выставляется 
ТОГ. 

Предлагаемый алгоритм упрощенной калиб-
ровки MEMS датчика с шестью степенями сво-
боды (трехосный акселерометр + трехосный ги-
роскоп) включает следующие этапы. 

1. Плата с калибруемым датчиком устанав-
ливается на трехосную поворотную платфор-
му (ПП). 

2. В состоянии покоя при фиксированной 
температуре T0 рекуррентно оценивается вектор 
постоянных смещений ТОГ B = [Bx, By, Bz]T, ко-
торый вычитается из вектора сигналов угловой 
скорости при выполнении этапов 3 и 4: 

 k
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где k = N,1  – номера выборок. В исследовании 
было принято N = 104. 

3. Выполняется выставка ТОГ в плоскости 
горизонта. 

3.1. Из системы уравнений [12] 
   wz = wx

*sin + wz
*coscos, 

   wy = wy
* + wz

*sin, 
   wx = wx

*cos – wz
*cossin, 

(10) 

где [wz
*, wy

*, wx
*]T – вектор угловых скоростей в 

системе координат OXYZ,  и  – соответственно 
углы крена и тангажа, следует, что критерием 
успешной выставки по горизонту является от-
сутствие угловых скоростей wy и wx при враще-
нии ПП с ТОГ в плоскости курса. Поэтому после 
интегрирования уравнений (10) при повороте 
платформы в плоскости курса на угол 0 (на-
чальные условия  =  = 0) по вычисленным 
значениям углов курса, крена и тангажа [0, 
0, 0]T оцениваются углы Эйлера - Крылова: 
  = -arctg(0/0), 
  = arctg(0cos/0). 

3.2. ПП поворачивается на углы - и -. 
3.3. Пункты 3.1 и 3.2 выполняются до тех 

пор, пока не выполнится условие 
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где 0 – допустимая погрешность выставки. 
В исследовании было принято 0 = 0,05°. 

4. При последовательных поворотах плат-
формы в одной плоскости на углы 0, 0 и 0 
рассчитываются элементы матрицы M, учиты-
вающей масштабные коэффициенты и неколли-
неарность осей ТОГ и ПП: 
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где [0i, 0i, 0i]T – рассчитанные в i-м испы-
тании после интегрирования (10) углы курса, 
крена и тангажа, Nи – количество испытаний. 
В исследовании было принято [0, 0, 0]T = 
= [90°, 60°, 60°]T и Nи = 5. 

Элементы матрицы M, рассчитанные по вы-
ражениям (11), усредняются для экспериментов 
с поворотами платформы на углы [0, 0, 0]T и 
[-0, 0, 0]T; [0, 0, 0]T и [0, -0, 0]T; [0, 0, 0]T и 
[0, 0, -0]T. 

5. Рассчитываются калибровочные коэффи-
циенты (матрицы T и k) для ТОА по форму-
лам (2). 

С целью упрощения процедуры калибровки  
для оценки параметров ТОА по осям Z и Y ис-
пользуется по одной комбинации фиксирован-
ных положений, по оси X – две. При выборе по-
ложений, представленных на рисунке 2, исполь-
зуются два критерия: 

– при калибровке по интересующей оси 
должен изменяться знак измеренного ускорения; 

– при калибровке по оси Y желательно ми-
нимизировать уровень сигнала ТОА по оси X; 
при калибровке по оси Z желательно минимизи-
ровать уровень сигнала ТОА по осям X и Y. 

На основании данных критериев для калиб-
ровки по оси Z выбраны положения 2) и 6), по 
оси Y – 2), 4) и 7), по оси X – 2), 6), 8), 11) и 2), 
7), 8), 11). Расчетные калибровочные коэффици-
енты для последнего случая усредняются. 

6. Оцениваются матрицы температурных ко-
эффициентов KT и kT по формуле (8). 

Результаты эксперимента. Исследование 
погрешности определения угловых координат 
объекта проводилось по сигналам откалибро-
ванного по приведенной методике MEMS датчи-
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ка с шестью степенями свободы MPU-6050 фир-
мы InvenSense на трехосной ПП, собранной из 
трех одноосных программно управляемых ПП 
8MR191-28 с шаговыми двигателями (фирма 
Standa [13]). При вычислении угловых коорди-
нат объекта использовались формулы, рассмот-
ренные в [14]; коррекция крена и тангажа по 
сигналам ТОА не проводилась. Для сигналов 
акселерометра выполнялось преобразование 
 g = Tk-1[a – (kT(T – T0) + b0)], 
для сигналов гироскопа –  
  = M-1[w – (KT(T – T0) + B0)]. 

Калибровочные параметры были рассчитаны 
при температуре T0 = 28,6 °C (по показаниям 
встроенного цифрового датчика температуры). 
Поэлементное сравнение элементов матриц 
масштабных коэффициентов k и векторов сме-
щений b, рассчитанных для случаев усреднения 
по всем C6

m возможным сочетаниям положений 
ТОА при калибровке и по предложенному уп-
рощенному алгоритму, показало, что макси-
мальное их отличие составляет не более 0,19 %. 

Результаты эксперимента, выполненного 
при температуре T = 19,4 °C, приведены в таб-
лицах 1 и 2. 
Таблица 1 – Выставка по сигналам ТОА 
Положение 

ПП, °: 
Крен/тангаж 

-60/ 
60 

-30/ 
30 0/0 30/ 

-30 
60/ 
-60 

Ошибка 
выставки, ° 

-0,72/ 
0,53 

-0,18/ 
0,32 

0/ 
0,02 

0,08/ 
-0,36 

-0,29/ 
-0,79 

 

Таблица 2 – Ошибка измерения курса 
при вращении ПП с угловой скоростью wz = 30°/с 
Положение ПП, курс, ° -90/90 -60/60 -30/30 

Ошибка, ° 
при 0 = 0 = 0° 

-0,08/ 
0,06 

-0,04 
/0,02 

-0,06/ 
-0,02 

Ошибка, ° 
при 0 = 30°, 0 = -30° 

-0,48/ 
0,32 

-0,02/ 
0,28 

-0,2/ 
0,23 

 

Из приведенных численных значений следу-
ет, что для определения пространственного по-
ложения подвижных объектов, углы крена и тан-
гажа которых по модулю не превышают значе-
ния 30°, возможно проведение упрощенной про-
цедуры калибровки MEMS ТОА и ТОГ. Ошибка 
измерения угловых координат в таком случае 
составляет не более 0,5...0,6°. 

При одновременном вращении по всем трем 
осям (по синусоидальному закону с амплитудой 
угловой скорости по каждой оси 30°/с и часто-
той до 0,7 Гц) максимальная ошибка измерения 
координаты курса по данным от гироскопа со-
ставляет не более 0,8°. 

Увеличение ошибки измерения крена и тан-
гажа при абсолютных значениях данных углов 
свыше 45° связано с большой погрешностью 

оценивания параметров ТОА yz, zx, zy при 
проведении упрощенной процедуры калибровки. 
Оно обусловлено увеличением неверно компен-
сируемой ошибки измерения ускорения, вызван-
ной «просачиванием», с ростом измеренных 
проекций вектора ускорения свободного падения 
ax, ay и уменьшением проекции az при увеличе-
нии абсолютного значения углов  и  [15]. 

Выводы. Таким образом, использование уп-
рощенных алгоритмов при калибровке совме-
щенных в одном корпусе трехосных MEMS ак-
селерометра и гироскопа позволяет обеспечить 
определение углов Эйлера - Крылова с погреш-
ностью не более 0,8°: в статическом режиме – 
для крена и тангажа (при абсолютных значениях 
данных углов до 60°); в режиме вращения с пе-
ременной угловой скоростью – для курса (при 
абсолютных значениях крена и тангажа до 30°). 

Рассмотренный алгоритм может применять-
ся в условиях лимита времени, отводимого на 
калибровку, и при ограниченной номенклатуре 
стендового оборудования (например, при отсут-
ствии аппаратуры для беспроводного съема дан-
ных с MEMS датчиков). 
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УДК 621.396.96 

В.М. Давыдочкин 

ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ 
ДЛЯ СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

Предложен метод оптимизации параметров весовых функций, обеспе-
чивающий минимальный уровень боковых лепестков спектра при заданной 
ширине основного лепестка и заданной асимптотической скорости умень-
шения боковых лепестков. Приведён каталог весовых функций. Проведен 
сравнительный анализ традиционных и созданных весовых функций.  

Ключевые слова: адаптируемые весовые функции, минимальный уровень 
боковых лепестков. 

Введение Задача обнаружения отдельных 
гармонических составляющих, присутствующих 
в сигнале, полученном на конечном интервале 
времени, успешно решается в спектральной об-
ласти с помощью весовых функций (ВФ) [1]. 
Свойства многих ВФ хорошо изучены [1, 2, 3, 4, 
5, 6] и  показано, что для решения задач обнару-
жения слабых сигналов на фоне интенсивных 
помех ВФ должны иметь узкий основной лепе-
сток спектра и низкий уровень боковых лепест-
ков (УБЛ). Минимальный УБЛ спектра при за-
данной ширине основного лепестка имеет ВФ 
Дольфа – Чебышева (ДЧ), для которой предель-
ные значения соотношений ширины основного 
лепестка спектра и его УБЛ определены фунда-
ментальным свойством полиномов Чебышева. 
Существенным недостатком ВФ ДЧ, ограничи-
вающим их применение, является постоянный 
УБЛ спектра. В [7] показана возможность полу-
чения ВФ по критерию минимума УБЛ при за-
данной ширине основного лепестка и заданной 
асимптотической скорости уменьшения УБЛ, 
который аналогичен критерию Дольфа, но до-
полнен требованием снижения УБЛ СП с ростом 
частоты, и приведены параметры нескольких ВФ 
с асимптотической скоростью уменьшения УБЛ 

6 и 12 децибел на октаву (дБ/окт). Однако для 
многих практических задач такие асимптотиче-
ские скорости уменьшения УБЛ недостаточны.   

Целью настоящей работы является создание 
ВФ, имеющих минимальный УБЛ спектра при 
заданной ширине основного лепестка и заданной 
скорости уменьшения боковых лепестков (БЛ), и 
их сравнительный анализ с лучшими известны-
ми ВФ.  

Такая задача может быть решена, в частно-
сти, на основе ВФ, которые позволяют изменять 
их параметры для получения заданных спек-
тральных свойств. Эти ВФ названы адаптируе-
мыми ВФ (АВФ). Некоторые свойства АВФ и 
методы их получения приведены в [7]. 

Аналитические выражения для АВФ 
В [7] сформулирована задача устранения по-

грешности измерения частот и амплитуд слагае-
мых сигнала на фоне разрешаемых помех [8] 
(в соответствии с традиционным определением 
разрешаемых спектральных линий [9]). Эта за-
дача решена созданием ВФ, форма которой мо-
жет задаваться варьируемыми параметрами та-
ким образом, чтобы на частоте каждого из сла-
гаемых сигнала СП других слагаемых, т.е. ме-
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шающие слагаемые, были равны нулю вместе с 
заданным количеством их производных. 

Для анализа используем выражения для  не-
прерывных АВФ ),...,( 1 Nbbtw  и их СП 
 NbbxS ,..., 1 , представленные эквивалентными 

[7] выражениями: 
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В этих выражениях  



dtxtjxptwxS )2(e)()(   – 

СП ВФ  tw , симметричной относительно сере-
дины временного интервала длительностью Т  и 
ограниченной по длительности этим интерва-
лом; 1)2(  Tx  и Ttt / абс  – нормированная 
частота сигнала и нормированное время; ib  – 
нормированная частота, на которой задаётся ра-
венство нулю СП или её производной.  

В задачах одновременного оценивания час-
тоты и амплитуды сигнала выражение для нор-
мирующего множителя K  определяется из ус-
ловия равенства единице нормированной СП ВФ 
на нулевой частоте. 

Основные спектральные свойства АВФ 
в задачах цифровой обработки сигналов 

Рассмотрим только спектральные свойства 
АВФ, позволяющие получать ВФ с оптималь-
ными параметрами. 

Отметим, что положения нулей СП АВФ 
определяются положением нулей двух сомножи-
телей. Положения нулей, определяемых сомно-
жителем    Mxx sinsin   или    Mxx coscos   со-
ответственно для СП (3) или (4), периодические 
и не зависят от положений задаваемых нулей 1b , 

2b ,…, Nb , определяемых вторым сомножителем. 
Поэтому для краткости будем называть положе-
ния нулей первых сомножителей стационарны-
ми, а положения нулей вторых сомножителей – 
варьируемыми. 

1. УБЛ СП однозначно зависит от распреде-
ления по частоте варьируемых нулевых значе-
ний СП и их кратности. Увеличение интервала 
между частотами соседних нулей, определяюще-
го ширину бокового лепестка в этом интервале, 
приводит к возрастанию УБЛ СП в этом интер-
вале и влияет на уровень соседних БЛ. Это свой-
ство иллюстрируется рисунком 1, где для пока-
зана область БЛ СП для ВФ (2) 

)29842,4;27592,3;39115,2;8,1;(twc  (тонкая линия) 
и получен минимально возможный УБЛ для этой 
ВФ при ширине основного лепестка по нулевому 
уровню 3,6 бин. Увеличение частоты одного из 
варьируемых нулей с 3,27592 бин до 3,5 бин 
привело к снижению уровня всех лепестков с 
большими частотами (жирная линия), росту всех 
боковых лепестков с меньшими частотами и 
увеличению ширины основного лепестка на лю-
бом уровне, отличном от нулевого (на рисунке 
не отображено). 

 
Рисунок 1 – Область боковых лепестков СП АВФ 

Уменьшение частоты одного из варьируе-
мых нулей приводит к противоположному эф-
фекту. 

Особенно выражен рост боковых лепестков 
СП при снижении частоты заданного нуля 

Nbi  . Однозначная связь направления измене-
ния частоты задаваемого нуля с изменением 
УБЛ СП АВФ позволяет создавать простые ал-
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горитмы получения ВФ с заданными спектраль-
ными свойствами. 

2. При традиционном определении асимпто-
тической скорости уменьшения УБЛ 

)()2(limlg20 xSxSCs
x 

  в децибелах на октаву 

(дБ/окт) применительно к АВФ можно отметить, 
что для АВФ семейства ),...,,( 21 Ns bbbtw  

  NCs 126 , а для ),...,,( 21 Nc bbbtw  
  NCs 1212 , где N  – число нулей, задан-

ных на бесконечной частоте. Тем самым эти се-
мейства взаимно дополняют друг друга по асим-
птотической скорости уменьшения УБЛ СП. 

ВФ, оптимальные по критерию миниму-
ма УБЛ спектра при заданной ширине основ-
ного лепестка и заданной скорости уменьше-
ния боковых лепестков 

К настоящему времени предложено и иссле-
довано множество ВФ, поэтому полученные в 
настоящей работе ВФ будем сравнивать только с 
ВФ, которые по важным параметрам признаны 
лучшими. К таким ВФ в первую очередь можно 
отнести ВФ Дольфа – Чебышева, Кайзера – Бес-
селя, Блэкмана, Блэкмана – Хэрриса, [1] а также 
полученные в последнее время ВФ А.В. Дворко-
вича [2, 3], В.Ф. Кравченко – В.А. Рвачева, В.Ф. 
Кравченко [5], С.Н. Кириллова, М.Ю. Соколова, 
Д.Н. Стукалова [6]. Следует учесть, что ВФ А.В. 
Дворковича включают в себя известное семейст-
во ВФ [1] и параметры ряда ВФ, полученных 
методами, предложенными А.В. Дворковичем, 
лучше параметров ВФ, полученных ранее [1]. 
Среди алгебраических ВФ лучшими являют-
ся ВФ [6].  

Однозначная связь формы СП АВФ с поло-
жением задаваемых нулей позволяет на основе 
АВФ получать ВФ со спектральными свойства-
ми, оптимальными по известным и новым кри-
териям. Покажем возможность получения ВФ по 
критерию минимума УБЛ при заданной ширине 
основного лепестка и заданной скорости умень-
шения УБЛ, который аналогичен критерию 
Дольфа, но дополнен требованием снижения 
УБЛ СП с ростом частоты.  

Считаем, что задаются: ширина основного 
лепестка СП на нулевом уровне 0F , скорость 
уменьшения УБЛ СП Cs  и количество слагае-
мых ВФ N . Необходимо определить положения 
варьируемых нулей ib  СП АВФ таким образом, 
чтобы УБЛ при этом был минимален. 

При Nbi   значение одного из варьируе-
мых нулей определяется заданной шириной ос-
новного лепестка СП. В дальнейшем для опре-
делённости минимальному значению 20Fbi   

присвоим номер 1. Учитывая, что число N  оп-
ределяется заданной Cs , число варьируемых 
положений нулей АВФ будет составлять 

  NNN 1вар . Тогда для минимизации 
УБЛ СП целевую функцию можно записать в 
виде: 
  

NbFN
i

bbbxS
3232

0
вар

min,...,,max


 . (7) 

При решении этой задачи в качестве эталона 
по ширине основного лепестка СП, УБЛ и пер-
воначальному закону распределения нулей СП 
можно использовать СП ВФ ДЧ. Для поиска оп-
тимальных значений варьируемых положений 
нулей ib  могут быть использованы стандартные 
программы, например программа многомерной 
оптимизации fminsearch в системе программиро-
вания МАТЛАВ.  

Для сравнения эффективности известных и 
предложенного метода создания ВФ в таблице 1 
приведены основные спектральные свойства по-
лученных ВФ и некоторых известных ВФ [6, 2, 
3, 5], лучших по соотношению ширины основно-
го лепестка СП и УБЛ. При поиске оптимальных 
параметров ВФ на основе АВФ (1) и (2) исход-
ными считались 0F  и Cs , совпадающие с 0F  
и Cs  известных ВФ. шF  для ВФ ДЧ рассчитаны 
при 32 отсчётах на интервале Т . 
Таблица 1 – Сравнение спектральных свойств оп-
тимальных и известных ВФ 

ВФ шF  УБЛ,дБ 6F  
алгебраич. ВФ [6]  
 Cs=(11 - 6)дБ/окт 1,5344 -48,7 2,04 

АВФ 1. Сs=12дБ/окт 1,5323 -54,0 2,0375 
АВФ 2. Сs=6дБ/окт 1,5042 -56,77 1,9998 

ДЧ  0F 4,797745 1,5073 -58,001 1,9833 
Дв. [2], Сs=6дБ/окт 1,7772 -68,72 2,3653 
АВФ 3. Сs=6дБ/окт  1,7341 -76,044 2,304 
ДЧ  0F 6,232644 1,7325 -77,914 2,2841 
Дв.[3] Сs=18дБ/окт 2,0339 -91,1 2,7058 
АВФ 4. Сs=18дБ/окт  2,018 -95,656 2,6801 
ДЧ   0F 8,0 1,9677 -102,27 2,6053 
Дв.[3] Сs=18дБ/окт 2,6704 -168,0 3,5503 
АВФ 5. Сs=18дБ/окт 2,6471 -180,26 3,5133 
АВФ 6. Сs=6дБ/окт 2,6292 -182,89 3,4895 
ДЧ  0F 13,99936 2,5587 -184,49 3,4768 

ВФ ( 34ЧК ), [5] 1,6932 -65,465 2,2234 
АВФ 7. Сs=6дБ/окт 1,6705 -71,396 2,22 
ДЧ при  0F 5,84 1,6745 -72,482 2,2062 

ВФ ( 5,34ЧК ), [5] 1,8007 -74,952 2,4255 
АВФ 8. Сs=6дБ/окт 1,7973 -83,149 2,3876 
ДЧ при  0F 6,7 1,7985 -84,369 2,3735 
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Частоты ib  полученных оптимальных ВФ 
приведены в таблице 2. 
Таблица 2 – Частоты ib  оптимальных ВФ 

№ 
АВФ Вид АВФ и частоты ib   

1 cw (t;2,3988727;2,8821;3,5446;4,4052; 
5,3473;6,3423;7.379)  

2 sw (t;2,3988727;2,79835;3,46185;4,26824;
5,1512;6,078;7,0321;8,0048;8,9924)  

3 sw (t; 3,1163222; 3,437; 4,0043; 
4,7365;5,5887; 6,808)  

4 sw (t; 4; 4,27458; 4,77735; 5,447; 6,23285; 
7,1074; ) 

5 

sw (t; 6,99968093; 7,147699; 7,434949; 
7,846253; 8,363483; 8,968546; 9,645222; 
10,379934; 11,161824; 11,98258; 
12,83627; 13,719615; 14,633785; 
15,59468; 17,04902; ) 

6 
sw (t; 6,99968093; 7,14364; 7,42322; 

7,824; 8,3286; 8,9196; 9,5812; 10,3001; 
11,0656; 11,8692; 12,7045; 13,5673; 
14,4558; 15,3762; 16,439; 27,405) 

7 sw (t;2,92;3,252978;3,833244;4,567715; 
5,39413;6,27688;7,19651;8,14425;9,1416)     

8 sw (t;3,35;3,643958;4,170447;4,854965; 
5,641272;6,49436;7,395305;8,34178;9,466)   

 

На рисунке 2 приведены логарифмы моду-
лей СП известной (пунктир) и оптимальной 
(сплошная линия) ВФ, соответствующие стро-
кам 1 и 2 таблицы 1.  

 
Рисунок 2 – Логарифмы модулей СП ВФ [7] 

и СП АВФ 

Из спектральных свойств АВФ следует, что 
при увеличении необходимых значений sC  пре-
имущества оптимальных, по предложенному 
критерию, ВФ увеличиваются. 

Ниже приведены таблицы варьируемых па-
раметров ib  оптимальных ВФ (таблица 3 – таб-
лица 7). При оптимизации задавался ряд значе-
ний исходных параметров – 0F = 2,8; 3,2; 3,6; 4; 
5; 6; 7; 8; 9, скорость уменьшения УБЛ – 6, 18, 
30 дБ/окт для СП АВФ (3) и 12 и 24 дБ/окт для 
СП АВФ (4) и от двух до пяти варьируемых па-
раметров АВФ. Большинство оптимальных ВФ 
не имеют аналогов. 
Таблица 3 – ВФ ),...,,( 21 NsN bbbtw ,  

sC 6 дБ/окт, 0N  

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

2 1,4; 2,0632 -27,09 1,485922 
3 1,4; 2,054043; 2,964663 -27,33723 1,483112 

4 1,4;2,044424;2,939971; 
3,928099 -27,63714 1,47939 

2 1,6; 2,208305 - 32,9795 1,605812 
3 1,6; 2,182227; 3,032195 -33,36247 1,603638 

4 1,6; 2,178836; 3,023188; 
3,973943 -33,48996 1,602056 

2 1,8;  2,404129  -38,26729 1,716504 
3 1,8;  2,32694;  3,1405  -39,20138 1,714046 

4 1,8;  2,321622;  
3,114431; 4,024624 -39,387 1,712335 

2 2; 2,6491486  -43,18756 1,818843 
3 2; 2,487429; 3,299383  -44,7345 1,817976 

4 2; 2,475827; 3,22575; 
4,11802 -45,13832 1,815275 

2 2,25;  3,04927   -49,421 1,936779 
3 2,25;  2,7035993;  3,572 -51,26484 1,940396 

4 2,25;  2,682512;  
3,39257; 4,30566 -52,02798 1,937086 

2 2,5;  3,722585   -56,68243 2,05184 

3 2,5;  2,926706;  
3,937952  -57,63658 2,054632 

4 2,5;  2,899511;  
3,579703; 4,56725 -58,6678 2,052087 

3 3;  3,352432;  5,32897  -71,48284 2,263773 

4 3;  3,348071;  3,97259; 
5,410485 -71,66952 2,263569 

3 3,5;  4,0431151;  
6,7356365 -83,77358 2,44219 

4 3,5;  3,800474;  
4,367091; 7,052055 -85,40866 2,452654 

4 4;  4,280334;  5,089298; 
8,71832 -98,17392 2,624308 

4 4,5; 4,858; 6,093; 10,661 -110,9039 2,779906 

Таблица 4 - ВФ ),...,,( 21 NcN bbbtw ,  

cC 12 дБ/окт, 0N  

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

3 1,4; 2,157665; 3,1993 -24,1852 1,52652 

4 1,4; 2,12117; 3,10649; 
4,20172 -25,1503 1,513829

8 
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Окончание таблицы 4 

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

2 1,6; 2,3355 -28,3002 1,6731 
3 1,6; 2,2818; 3,266 -29,6861 1,65569 

4 1,6;  2,251815; 3,18716; 
4,24754 -30,6118 1,624943 

2 1,8;  2,45137 -34,1185 1,7843 

3 1,8;  2,414494;  
3,339252  -35,247 1,77066 

4 1,8;  2,39115;  3,27592; 
4,29842 -36,1187 1,7591 

2 2; 2,2573142  -40,2451 1,881611 
3 2; 2,554267; 3,418303  -40,9289 1,873954 

4 2; 2,537702; 3,372022; 
4,353988 -41,657 1,864682 

2 2,25;  2,754878   -47,9659 1,990550 

3 2,25;  2,737052;  
3,524075 -48,2868 1,98942 

4 2,25;  2,72918;  
3,50134; 4,42942 -48,7074 1,984466 

2 2,5;  3,030926   -54,3019 2,095928 

3 2,5;  2,930105;  
3,650287  -55,8632 2,09357 

4 2,5;  2,92807;  3,63957; 
4,51068 -55,9594 2,092906 

2 3;  3,88623  -67,8151 2,288039 
3 3;  3,376487;  4,17828  -69,1855 2,294054 

4 3;  3,35398;  3,97416; 
4,80736 -70,2846 2,29116 

2 3,5;  4,643565   -77,2184 2,41346 
3 3,5;  3,826103;  5,17453  -82,7938 2,47636 

4 3,5;  3,811632;  
4,384485; 5,42966 -83,5472 2,47686 

3 4;  4,47028;  6,3214  -95,412 2,636806 

4 4;  4,27086;  4,77531; 
6,67625 -97,3896 2,648014 

Таблица 5 – ВФ ),...,,( 21 NsN bbbtw ,  

sC 18 дБ/окт, 1N  

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

2 1,4; 1000 -15,2021 1,6404 
3 1,4; 2,378089; 1000 -19,4416 1,5921 

4 1,4; 2,55973; 3,418061; 
1000 -21.6597 1,563 

2 1,6; 1000 -20,2787 1,7814 
3 1,6; 2,483348; 1000 -24,4934 1,7314 

4 1,6; 2,376282; 
3,483558; 1000 -26,7768 1,7 

2 1,8; 1000 -25,6387 1,8992 
3 1,8;  2,5968291;  1000;  -29,6242 1,8534 

4 1,8;  2,505462;  
3,555842; 1000 -31,9046 1,8223 

2 2; 1000 -31,4675 1,9968 
3 2; 2,7171887; 1000;  -34,9113 1,9609 

4 2; 2,642124; 3,634295; 
1000 -37,0854 1,9323 

Окончание таблицы 5 

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

2 2,25; 1000 -39,815 2,0955 
3 2,25;  2,875389;  1000 -41,854 2,0782 

4 2,25;  2,821662;  
3,74006; 1000 -43,7389 2,055 

2 2,5; 1000 -48,3423 2,1736 
3 2,5;  3,04;  1000;  -49,3226 2,1795 

4 2,5;  3,009041;  
3,853131; 1000 -50,6284 2,1657 

2 3; 1000 -56,9301 2,2854 
3 3;  3,469736;  1000;  -64,1874 2,3551 

4 3;  3,400932;  
4,095591; 1000 -65,4939 2,3535 

3 3,5;  4,240822;  1000;  -77,8591 2,5183 

4 3,5;  3,843033;  
4,539741; 1000 -79,7031 2,5236 

4 4;  4,305338;  
5,376281; 1000 -93,3266 2,6844 

4 4,5; 4,9137103; 
6,42218; 1000 -106,385 2,8295 

Таблица 6 – ВФ ),...,,( 21 NcN bbbtw , 

cC 24 дБ/окт, 1N  

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

3 1,4;2,51857636; 1000 -16,9138 1,63 

4 1,4; 2,349729; 
3,623464; 1000 -19,5694 1,5941 

2 1,6; 1000 -16,4007 1,8463 
3 1,6; 2,620621; 1000 -21,5749 1,7793 

4 1,6; 2,46645; 
3,687565; 1000 -24,3922 1,7383 

2 1,8;  1000 -20,9957 1,9811 
3 1,8;  2,7312594; 1000 -26,2491 1,911 

4 1,8;  2,5922535; 
3,75856; 1000 -29,1913 1,8673 

2 2; 1000 -25,7154 2,0954 
3 2; 2,849307;1000 -31,0002 2,0277 

4 2; 2,725822; 
3,835922; 1000 -34,0162 1,9835 

2 2,25;  1000   -32,1222 2,2133 

3 2,25;  3,0056083; 
1000 -37,1299 2,1556 

4 2,25;  2,90197; 
3,94075; 1000 -40,1406 2,1141 

2 2,5;  1000 -39,2954 2,3083 
3 2,5;  3,1697628, 1000 -43,5669 2,2669 

4 2,5;  3,086543; 
4,05357; 1000 -46,4269 2,2309 

3 3;  3,5141762; 1000 -57,8498 2,4494 

4 3;  3,474819; 
4,298605; 1000 59,725 2,4313 

2 3,5;  1000 -65,8373 2,5407 
3 3,5;  3,9223575; 1000 -73,5868 2,5965 

4 3,5;  3,88054; 
4,56127; 1000 -74,4692 2,5961 
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Окончание таблицы 6 

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

3 4;  4,641538; 1000 -87,4466 2,7375 

4 4;  4,322109; 
4,968644; 1000 -89,2459 2,7441 

3 4,5; 5,37128; 1000 -98,4647 2,8422 

4 4,5;4,78899; 
5,7069;1000 -103,224 2,8862 

Таблица 7 – ВФ ),...,,( 21 NsN bbbtw ,  

sC 30 дБ/окт, 2N  

N Частоты ib  УБЛ, дБ 6F  

4 1,4; 2,650662 -14,8566 1,6612 

5 1,4;  2,439512;  
3,817512 -17,7969 1,6209 

3 1,6 -13,5562 1,8962 
4 1,6; 2,7495447 -19,2307 1,8194 

5 1,6; 2,55289; 
3,88014  -22,3852 1,7717 

3 1,8 -17,6368 2,0452 
4 1,8;  2,857214 -23,5757 1,95975 

5 1,8;  2,675487; 
3,949685 -26,9252 1,9068 

3 2 -21,8068 2,1738 
4 2; 2,9726 -27,9496 2,0847 

5 2;  2,806054; 
4,02569 -31,4648 2,0289 

3 2,25 -27,2553 2,309 
4 2,25;  3,1261684 -33,5266 2,2225 

5 2,25;  2,978801; 
4,129057 -37,1911 2,1662 

3 2,5 -32,1001 2,4199 
4 2,5;  3,28844433 -39,2967 2,3429 

5 2,5;  3,160425; 
4,240829 -43,0252 2,2892 

3 3  -46,7412 2,5855 
4 3;  3,632704 -51,723 2,542 

5 3;  3,544303; 
4,485683 -55,203 2,5011 

4 3,5;  3,993331 -65,9912 2,6978 

5 3,5;  3,947912; 
4,752225 -68,3842 2,6766 

3 4 -74,3238 2,7778 
4 4;  4,3846225 -82,6032 2,8231 
5 4; 4,36399; 5,03168  -83,0788 2,8231 

\ 

Два последних нуля в каждой строке табли-
цы 7 равны  1000, 1000bb N1N  . 

Характерный вид СП оптимальных ВФ по 
приведённому критерию – постоянный УБЛ СП 
в интервале нормированных частот Nx   и 
уменьшающийся УБЛ СП со скоростью sC  при 
больших x  (рисунок 3, сплошная жирная кривая 
и пунктирная соответственно при 9N  и 3, и 

30Cs дБ/окт). В частном случае задание 

0Cs  приводит к совпадению СП АВФ и СП 
ВФ ДЧ (сплошная тонкая кривая на рисунке 3), 
положения нулей которых заданы выражением 
для спектра ВФ ДЧ.  

Отметим две закономерности в свойствах 
СП ВФ, оптимальных по предложенному крите-
рию. Во-первых, УБЛ СП снижается при увели-
чении числа слагаемых оптимальных ВФ и 
асимптотически стремится к УБЛ СП ВФ ДЧ.  

 
Рисунок 3 – Логарифмы СП ВФ 

с минимальным УБЛ 

Во-вторых, ширина основного лепестка СП 
на любом уровне, отличном от нуля, уменьшает-
ся с ростом числа слагаемых оптимальных ВФ и 
асимптотически стремится к ширине основного 
лепестка СП ВФ ДЧ, хотя при малых N  зависи-
мость не во всех случаях монотонная. При этом 
существенные недостатки ВФ ДЧ – незатухаю-
щий УБЛ СП и соответственно наличие 
 -функций на краях временного интервала в 
оптимальных ВФ (по приведённому выше кри-
терию) исключены. На рисунке 4 приведён вид 
оптимальных ВФ, соответствующих СП рисун-
ка 3. 

 
Рисунок 4 - Формы оптимальных ВФ 
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При необходимости по формулам (5), (6) 
с использованием приведённых ib  могут быть 
вычислены числовые значения коэффициен-
тов snC , cnC  оптимальных ВФ.  Не варьируемые 
коэффициенты  
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табулированы в [10]. 
Приведённый метод оптимизации парамет-

ров ВФ применим и для дискретизированных 
ВФ. В этом случае на интервале T  получим oM  
эквидистантных отсчётов ВФ с интервалом дис-
кретизации od MTT  , тогда 
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В качестве исходных данных целесообразно 
использовать параметры ВФ для непрерывных 
сигналов, поскольку положения нулей их СП 
достаточно близко к требуемому положению 
нулей СП ВФ для дискретных сигналов. В ре-
зультате оптимизации дискретизированных ВФ, 
содержащих соответственно 16 и 32 отсчётов, 
улучшение УБЛ СП достигает 1 дБ и 0,2 дБ по 
сравнению с исходным распределением нулей 
СП ВФ для непрерывных сигналов. 

Выводы. Приведённые результаты показы-
вают, что по основным параметрам ВФ с опти-
мальными параметрами по критерию минимума 
УБЛ спектра при заданной ширине основного 
лепестка и заданной скорости уменьшения боко-
вых лепестков, полученные на основе АВФ, 
имеют существенное преимущество перед из-
вестными ВФ. Из таблицы 1 следует, что УБЛ 
СП приведённых оптимальных ВФ на 4,5 – 
14,89 дБ ниже УБЛ СП лучших известных ВФ. К 
тому же оптимальные ВФ имеют меньшую экви-
валентную шумовую полосу шF  и меньшую ши-
рину основного лепестка спектра на любом 
уровне, отличном от нулевого, в частности на 
уровне минус 6 дБ ( 6F ). 
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УДК 621.394/396 

Н.Ю. Колбнева, Т.К. Артёмова 
ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МЕСТОПОЛОЖЕНИЯ 

МОБИЛЬНОГО АБОНЕНТА В МЕТОДЕ UL-TOA 

Предложен, апробирован на моделях и исследован модифицированный 
алгоритм определения местоположения мобильного абонента методом UL-
TOA, задействующий четыре и более опорных базовых станций. Исследована 
точность оценки местоположения для релеевской и гауссовской моделей за-
держек сигнала, и определены условия достижения удовлетворительной 
точности оценки для городского канала связи. Сформулированы рекоменда-
ции по построению системы, обеспечивающей выигрыш в точности в не-
сколько раз. Показано, что на практике для достижения заданной точности 
достаточным является шесть опорных базовых станций. 

Ключевые слова: определение местоположения, мобильная станция, ба-
зовая станция, подвижный объект; UL-TOA, многолучевый сигнал, метод 
фиксации времени прибытия сигналов, методы позиционирования. 

Введение. Возможность быстрого и точного 
определения местоположения абонента в совре-
менных системах мобильной связи в настоящее 
время приобрела значительную актуальность. 

Для развития услуг в системах новых поко-
лений, связанных с местоположением объектов 
(навигационные, помощь при авариях, срочная 
медицинская помощь, справочные услуги), тре-
буется повышение точности определения гео-
графических координат мобильной станции. 
Информация о местоположении человека, разго-
варивающего по мобильному телефону, позво-
ляет также решить такие далёкие, на первый 
взгляд, от проблем связи задачи, как радиовиде-
ние этого человека и определение некоторых 
параметров его как объекта, например роста [1]. 

В настоящее время известны следующие во-
семь методов определения местоположения: 

1) угломерный метод – Angle of Arrival 
(АОА); 

2) дальномерный метод; 
3) разностно-дальномерный; 
4) метод фиксации времени прибытия сиг-

налов – Time of Arrival (TOA); 

5) метод разности времен – Observed Time 
Difference (OTD); 

6) однозоновый метод – Cell Geographic 
Identification (CGI); 

7) локализация с помощью дополненной 
системы GPS – Assisted Global Positioning System 
(A-GPS); 

8) метод сопоставления образов местополо-
жения – Location Pattern Matching (LPM) [2]. 

Существующие мобильные системы обла-
дают следующими недостатками: высокая стои-
мость, усложнение абонентского терминала, 
большое энергопотребление. Поэтому следует 
переходить к слабоизученным методам, которые 
при модификации будут давать выигрыш по 
точности. 

Анализ публикаций последних лет показал, 
что более рациональным и менее затратным ме-
тодом является использование информации о 
местоположении, получаемой с базовых стан-
ций. Однако в данных работах не ведется иссле-
дование влияния модели алгоритма определения 
местоположения на анализ достигаемой точно-
сти местоположения абонента в сетях мобильной 
связи. 
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Существует необходимость учитывать ха-
рактер распределения задержек времени прихода 
сигнала на опорные базовые станции в результа-
те передвижения мобильной станции в условиях 
мегаполиса. 

В источнике [3] представлено исследование 
временной дисперсии в канале связи, но нет вы-
числения интеграла двумерной плотности веро-
ятности по всем возможным значениям ампли-
туды для выявления закона распределения за-
держки сигнала. Поэтому для практических ис-
следований актуальной становится задача опре-
деления одномерной плотности вероятности фа-
зы сигнала. 

Для исследования была выбрана малоизу-
ченная модификация UL-TOA (Uplink Time of 
Arrival) существующего метода TOA. 

Для определения местоположения мобиль-
ного абонента необходимо решить систему из 
трех уравнений: 
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где iR  – расстояние от базовых станций до мо-
бильной станции; t  – время прихода сигнала на 
первую базовую станцию; 1t  и 2t – разница во 
времени поступления сигнала на первую базо-
вую станцию и на остальные; c  – скорость рас-
пространения радиоволн. 

В настоящее время отсутствует удовлетво-
рительное решение задач анализа погрешности 
определения местоположения для конкретных 
условий приема сигналов. Недостаточно эффек-
тивно решена задача построения математиче-
ских моделей, описывающих характеристики 
мобильного канала связи. 

Известные работы в области UL-TOA не за-
трагивают практических вопросов повышения 
точности метода, которая составляет до 
125 м [2]. 

В связи с отсутствием необходимой инфор-
мации для точного формулирования цели иссле-
дования пришлось предварительно провести мо-
делирование в среде MATLAB канала связи в 
условиях городской застройки с учетом потерь 
на трассе распространения, многолучевого рас-
пространения и доплеровских сдвигов несущих. 
При этом использовалась реализация шестилу-
чевой Кларковской модели канала связи с моде-
лью Джейкса сигнала с доплеровским спектром 
[4]. Каждый луч характеризовался двумя пара-
метрами – относительной временной задержкой 
и средней мощностью затухания на трассе рас-
пространения. 

Потери распространения взяты из разрабо-
танной МСЭ модели радиоканалов сотовых сис-
тем для транспортных средств с высокими ан-
теннами базовых станций (до 50 м) при условии, 
что накладываются случайные потери затенений, 
рассеяние которых составляет 10 дБ [5]. 

Было получено, что для данных моделей ве-
роятность ошибки возрастает с увеличением 
средней мощности одного из лучей при фикси-
рованной относительной задержке и с увеличе-
нием относительной задержки одного из лучей 
при фиксированной средней мощности. 

Анализ результатов показал, что качествен-
ный приём сигнала осуществляется при вероят-
ности ошибки до 0,17, которая достигается при 
затухании на трассе не более 4,5 дБ и временной 
задержке не более 5 %. 

Цель работы. Таким образом, целью работы 
являлись исследование и анализ точности оцен-
ки определения местоположения абонента сото-
вой связи по технологии UL-TOA в условиях 
городского канала связи с практически необхо-
димым ОСШ (отношение сигнал/шум) 4,5 дБ, 
соответствующей ему вероятностью ошибки 
0,17 и относительной задержкой 0,05. 

Постановка задач. Для достижения задан-
ной цели были поставлены следующие задачи. 

1. Построение модификации модели алго-
ритма определения координат мобильного або-
нента для метода UL-TOA. 

2. Исследование влияния оценки времени 
прохождения сигнала до первой базовой станции 
на оценку статистических характеристик место-
положения мобильного абонента. 

3. Исследование влияния количества базо-
вых станций, принимаемых в рассмотрение, на 
оценку статистических характеристик местопо-
ложения мобильного абонента. 

4. Анализ оценки статистических характери-
стик местоположения мобильного абонента. 

Практические исследования. Моделирует-
ся ситуация, когда были размещены мобильная 
станция и от трёх до шести базовых станций так, 
что расстояния от мобильной станции до базо-
вых станций одинаковы. Базовые станции рас-
положены по стандартному сотовому принци-
пу – в центрах смежных между собой шести-
угольников, а мобильная станция - в его верши-
нах. Радиус зоны равен 200 м. Модель алгоритма 
определения координат модифицирована сле-
дующим образом: введена модель задержки пе-
реотраженного луча в процентах. Задержки яв-
ляются случайными величинами с характерным 
распределением и отображаются слагаемым в 
правой части выражения (1). 
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У подвижного абонента меняется характер 
многопутного распространения сигнала (число 
лучей, коэффициенты передач вдоль лучей, за-
держки сигналов). Тогда  импульсная характери-
стика канала меняется непрерывно и случайным 
образом. 

Канал порождает много сигналов с различ-
ными задержками, следовательно, имеет место 
временная дисперсия сигнала. 

Сигнал проходит через многолучевой канал. 
На вход приемной антенны поступает большое 
число переотраженных импульсов, сдвинутых по 
времени относительно друг друга вследствие 
различных задержек в канале. 

Для нахождения статистических характери-
стик сигнала в точке приема рассмотрим переда-
ваемый сигнал как гармонический сигнал еди-
ничной амплитуды, пренебрегая явлением меж-
символьной интерференции (временная диспер-
сия сигнала много меньше длительности им-
пульса) и предполагая, что канал является час-
тотно-неселективным, т.е. частотные компонен-
ты сигнала испытывают одинаковые замирания. 

В пределах длительности бита рассмотрим 
передачу сигнала для фазовой манипуляции. На 
входе приемной антенны гармонический сигнал 
имеет случайными амплитуду  и фазу  : 
 ),2cos()( 0   tfAts  (2) 
где 0f  – частота узкополосного сигнала на ин-
тервале длительности бита. 

Найдем статистические свойства фазы   
нормального узкополосного процесса в фикси-
рованный момент времени. 

Двумерная плотность вероятности парамет-
ров амплитуды и фазы узкополосного сигнала 
[3]: 
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где 2  – дисперсия узкополосного сигнала. 

000 cosAI   и 000 sinAQ  , где 0A  и 0  – ам-
плитуда и фаза детерминированного сигнала. 

Для определения одномерной плотности ве-
роятности )(p  необходимо двумерную плот-
ность вероятности (3) проинтегрировать по все-
возможным значениям амплитуды, т. е. 
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После преобразований выражение (4) при-
нимает следующий вид: 
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Учитывая, что для детерминированного сиг-
нала ,2

0
2
0

2
0 AQI  получаем: 
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или в преобразованном виде: 
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Преобразуя выражение (7), получаем: 
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дP  – мощность детерминированного сигнала и 
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или в преобразованном виде: 
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Вид распределения задержки сильно зависит 

от амплитудного соотношения между основным 
и переотраженными лучами и от соотношения 
сигнал/шум. При этом форма может варьиро-
ваться от одномодовых нормального (рису-
нок 1,а) и релеевского распределений до много-
модовых (рисунок 1,б). При уменьшении соот-
ношения сигнал/шум и малой разнице между 
основным и переотраженными лучами закон рас-
пределения ошибки времени прихода стремится 
к  релеевскому.  В условиях  слабых переотраже- 
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Рисунок 1– Одномодовое нормальное (а) и многомодовое релеевское (б) распределения входной ошибки 

ний при увеличении соотношения сигнал/шум и 
усилении основного луча закон распределения 
ошибки стремится к нормальному 

Таким образом, для исследования выбрано 
два распределения ошибки времени прихода – 
нормальное и релеевское – с одинаковыми пара-
метрами и отличием в самом законе. Статисти-
ческое усреднение производилось по 250 реали-
зациям. Дальнейшее моделирование проводи-
лось в среде Mathematica. 

Для анализа зависимостей оценки статисти-
ческих характеристик местоположения от оцен-
ки времени прохождения сигнала до первой ба- 
 

зовой станции построена модифицированная 
модель системы, состоящей из мобильной стан-
ции и трех базовых станций, в которую вводятся 
модели задержек одного луча. 

Получены зависимости отклонения (рису-
нок 2,а) и СКО (среднеквадратическое отклоне-
ние) (рисунок 2,б) )( зt  оценки местоположе-

ния абонента от задержки сигнала зt  (в процен-
тах от времени распространения сигнала до пер-
вой базовой станции) для нормального (сплош-
ная линия) и релеевского распределения ошибки 
(пунктирная линия). 

            
 а б 

Рисунок 2 – Зависимости отклонения (а) и СКО (б) оценки местоположения абонента 
от задержки сигнала (в процентах от времени распространения сигнала до первой базовой станции) 

Анализ зависимостей позволяет сделать вы-
вод: с увеличением времени прихода сигнала на 
первую базовую станцию возрастают СКО и от-
клонение относительно истинного положения, 
причем для релеевского распределения ошибки 
погрешность в определении координат в 6–7 раз 
больше, чем для нормального распределения. 
При малых погрешностях распределение ошиб-
ки времени прихода перестает сказываться на 

величинах СКО и отклонении относительно ис-
тинного положения. 

Получены и проанализированы зависимости 
статистических характеристик оценки местопо-
ложения от количества базовых станций на ос-
нове измерений времени прихода сигнала с трех, 
четырех, пяти и шести базовых станций соответ-
ственно. Использовались два распределения 
ошибки времени прихода – нормальное и реле-
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евское. Выбрано 250 реализаций в качестве объ-
ема выборки для статистического усреднения и 5 
% СКО ошибки времени поступления сигнала на 
первую базовую станцию. 

Получены зависимости СКО оценки место-
положения абонента (рисунок 3,б) и её отклоне-
ния относительно истинного местоположения 
(рисунок 3,а) от количества базовых станций для 
нормального (круглые маркеры) и релеевского 
распределения ошибки (квадратные маркеры). 

Результаты показали, что с увеличением числа 
базовых станций отклонение оценки относи-
тельно истинного положения уменьшается, а 
СКО увеличивается. Поскольку абонент локали-
зуется в центре фигуры, образованной пересе-
кающимися окружностями, следовательно, СКО 
зависит от разброса значений измеренных рас-
стояний. За счет удаленных базовых станций 
СКО возрастает. 

                   
 а б 

Рисунок 3 - Зависимости отклонения (а) и СКО (б) оценки местоположения абонента 
от количества базовых станций 

Разность между СКО местоположения при 
релеевском и нормальном распределениях 
ошибки времени прихода с увеличением числа 
базовых станций уменьшается. 

Таким образом, обнаружено: с увеличением 
числа базовых станций СКО и отклонение оцен-
ки местоположения абонента относительно ис-
тинного замедляют свой рост, распределение 
ошибки перестает сказываться и оценка стре-
мится к несмещенной оценке с конечной дис-
персией. 

Рассмотрим критерий достаточности коли-
чества базовых станций. Отклонение оценки ме-
стоположения абонента и её СКО растут с рос-
том количества задействованных базовых стан-
ций таким образом, что между пятью и шестью 
базовыми станциями их относительное  измене-
ние  не  превышает уже  

1,5%. Это процент изменений, который на 
практике можно считать малым. Поэтому реко-
мендуем выбирать количество базовых станций 
для анализа оценки статистических характери-
стик, равное шести. 

Для анализа полученных результатов прово-
дилось сопоставление плотности вероятности 
ошибки определения местоположения и плотно-
сти вероятности ошибки определения времени 
прихода сигнала на первую базовую станцию 
для системы из трех базовых станций. Выбрано 

5000 реализаций в качестве объема выборки для 
статистического усреднения и 5 % СКО ошибки 
времени поступления сигнала на первую базо-
вую станцию. 

Плотности вероятности )(xV  ошибки оцен-
ки местоположения x  исследуемым алгоритмом 
приведены для случая нормального (рисунок 4,а) 
и релеевского (рисунок 4,б) распределения вход-
ной ошибки – ошибки времени прихода сигнала 
на первую базовую станцию (первая принимает 
сигнал). На основании анализа результатов про-
граммой «Идентификатор» (автор Кротова Е.И., 
ЯрГУ) получено, что и в том, и в другом случае 
ошибки местоположения по осям x и y имеют 
распределения, близкие к нормальным. 

Услуга определения местоположения на ос-
нове предложенной модификации метода 
UL-TOA отвечает следующим показателям каче-
ства [6]: 

1) горизонтальная точность определения ме-
стоположения обеспечивается выбранной моде-
лью радиоканала для наземных сотовых систем, 
которая определяет достаточное количество 
опорных базовых станций, равное шести; 

2) вертикальная точность услуги определе-
ния местоположения обеспечивает достижение 
ошибки 120 м, если высота установки антенны 
базовой станции относительно плоской крыши 
до 50 м; 
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3) время ответа для услуги местоположения 
определяется быстродействием системы, кото-
рое составляет 10 секунд. Данное требование 
обеспечивает вариант “малой задержки”; 

4) класс качества системы определения ме-
стоположения – “гарантированный”, обеспечи-
вающий степень выполнения требований к точ-
ности и времени задержки. 
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Рисунок 4 – Сопоставление плотности вероятности ошибки определения местоположения и плотности 
вероятности ошибки определения времени прихода сигнала на первую базовую станцию 

для случая нормального (а) и релеевского (б) распределения входной ошибки 
для трех базовых станций при 5 % СКО входной ошибки 

Выводы. Проведенное моделирование с ис-
пользованием полученных значений позволяет 
сделать заключение о том, что для случая нор-
мального распределения ошибки времени при-
хода сигнала обеспечивается более точное опре-
деление местоположения на основе алгоритма 
UL-TOA по сравнению с релеевcким при прочих 
равных условиях (достижение наихудшей ошиб-
ки 120 м). 

С увеличением числа базовых станций мо-
нотонно возрастает точность определения ме-
стоположения. Распределение ошибки времени 
прихода сигнала перестает сказываться с увели-
чением числа базовых станций, а также при ма-
лых погрешностях времени прохождения сигна-
ла до первой базовой станции: независимо от 
распределения ошибки поступления сигнала на 
первую базовую станцию получаем, что на вы-
ходе алгоритма закон плотности вероятности 
ошибки местоположения абонента близок к 
нормальному. 

Практическая значимость работы. Пред-
ложенные рекомендации (использовать количе-
ство БС, равное шести, вместо стандартных 
трёх) на основе существующей модели опреде-
ления местоположения могут быть использова-
ны при проектировании мобильных систем связи 
и реализации практических приложений, повы-
шающих точность позиционирования в сетях 
сотовой связи (например, для случая, отобра-
женного на рисунке 3, – 5 % отклонения задерж-
ки, радиуса микросоты 200 м, увеличение числа 
опорных базовых станций до 6 позволяет повы-

сить точность определения местоположения 
до 7 раз). 

Разработку услуги определения местополо-
жения на основе предложенной модификации 
метода UL-TOA можно предоставить операто-
рам сотовой связи для внедрения биллинга на 
основе местоположения абонента сотовой под-
вижной связи для повышения качества услуг и 
получения конкурентных преимуществ. 
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