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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Понятие предела является одним из базовых в 
математическом анализе, поэтому важно научиться вычислять 

пределы числовых последовательностей и функций, определять 

непрерывность функции и находить точки разрыва.  
Данные методические указания содержат большое 

количество примеров, каждый из которых сопровождается 

подробным решением. Рассматриваются различные подходы к 

раскрытию неопределенностей, возникающих при вычислении 
пределов. 

Методические указания ставят своей целью помочь 

студентам направления 11.03.04 «Электроника и 
наноэлектроника» в освоении темы «Пределы и непрерывность» 

и построены таким образом, что могут быть использованы как на 

практических занятиях, так и для самостоятельной работы 
студентов. 
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ПРЕДЕЛ ЧИСЛОВОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

 

Пример 1. Вычислить 
1

25
lim

2

0 



 n

nn

n
. 

Решение 

Подставив предельное значение 0n  в числитель и 

знаменатель дроби, получим значение предела 

2
10

200

1

25
lim

2

0











 n

nn

n
. 

Ответ: -2. 

 

Часто при вычислении пределов могут появляться 
выражения, значение которых не определено. Они называются 

неопределенностями. К основным видам неопределенностей 

относятся: 

         .,0,1,,0,
0

0
, 0



















 
 

Раскрывать данные неопределенности позволяет 

преобразование выражений, стоящих под знаком предела, с 

помощью формул сокращенного умножения, вынесения общего 
множителя с последующим сокращением и др. 

Далее будем использовать значения пределов числовых 

последовательностей: 

,0
1

lim 
 nn

,0
1

lim,....,0
1

lim
2


 nn nn

 где 𝛼 = 1,2,3, … 

 

Пример 2. Вычислить 
nn

nnn

n 43

1235
lim

3

23






  . 
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Решение 

При 𝑛 → ∞ имеем неопределенность вида 











. Для 

устранения неопределенности разделим числитель и знаменатель 

дроби на наивысшую степень, то есть в нашем случае на 𝑛3. 













3

3

3

23

3

23

43

1235

lim
43

1235
lim

n

nn

n

nnn

nn

nnn

nn
 





































2

32

2

32

4
3lim

123
5lim

4
3

123
5

lim

n

nnn

n

nnn

n

n

n
 

.
3

5

043

0102035

1
lim43lim

1
lim

1
lim2

1
lim35lim

2

32

















n

nnn

nn

nnnn
 

Ответ: .
3

5
 

 

Пример 3. Вычислить   
2

22

)32(

)1()3(
lim

n

nn

n 




. 

Решение 

Имеем неопределенность вида 











. Для устранения 

неопределенности применим формулы сокращенного 
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умножения, приведем подобные слагаемые, а затем разделим 

числитель и знаменатель на старшую степень. 











 2

22

2

22

9124

1296
lim

)32(

)1()3(
lim

nn

nnnn

n

nn

nn
 



























2

2

2

2 4129

88

lim
4129

88
lim

n

nn

n

n

nn

n

nn
 

 .0
9

0

1
lim4

1
lim129lim

1
lim8

1
lim8

412
9lim

88
lim

2

2

2

2







































nn

nn

nn

nn

nnn

nn

n

n

 

Ответ: 0. 

 

Пример 4. Вычислить 
 
  22

33

1

2
lim

nn

nn

n 




. 

Решение 

Для устранения неопределенности 











 применим 

формулы куба суммы и квадрата суммы, приведем подобные 
слагаемые и разделим числитель и знаменатель на старшую 

степень. 

 
 











 22

323

22

33

12

8126
lim

1

2
lim

nnn

nnnn

nn

nn

nn
 Каф

едр
а в
ыс
ше
й м
ате
ма
тик
и 

РГ
РТ
У



8 

 

.
0

6

1
lim

1
lim2

1
lim8

1
lim126lim

12

8126
lim

2

22



















nn

nn

n

nn

nn

nnn

n
 

Ответ: .  

 

Пример 5 (общий случай).  

Вычислить 

01

1

1

01

1

1

...

...
lim

bnbnbnb

ananana
m

m

m

m

k

k

k

k

n 











. 

Решение 

.
...

...
lim

01

1

1

01

1

1

























 bnbnbnb

ananana
m

m

m

m

k

k

k

k

n
 

Рассмотрим 3 случая. 

1. mk  . 



























01

1

1

01

1

1

...

...
lim

bnbnbnb

ananana
k

m

k

m

k

k

k

k

n
 

















k

k

m

k

m

k

k

k

k

k

n

n

bnbnbnb

n

ananana

01

1

1

01

1

1

...

...

lim  

.

...

...

lim
0

1

11

0

1

11

m

k

kk

m
m

kk

k
k

n b

a

n

b

n

b

n

b
b

n

a

n

a

n

a
a


















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Таким образом, если старшие степени числителя и 

знаменателя равны, то предел равен отношению коэффициентов 

при старших степенях. 

2. mk  . Разделим числитель и знаменатель на старшую 

степень, т.е. на 
mn . 



























01

1

1

01

1

1

...

...
lim

bnbnbnb

ananana
m

m

m

m

k

k

k

k

n
 

















m

m

m

m

m

m

k

k

k

k

n

n

bnbnbnb

n

ananana

01

1

1

01

1

1

...

...

lim  

.0
0

...

...

lim
0

1

11

0

1

1

1

1




















m

mm

m
m

mmkm

k

km

k

n b

n

b

n

b

n

b
b

n

a

n

a

n

a

n

a

 

Таким образом, если старшая степень числителя меньше 

старшей степени знаменателя, то предел равен 0. 

3. mk  . Разделим числитель и знаменатель на старшую 

степень, т.е. на 
kn . 



























01

1

1

01

1

1

...

...
lim

bnbnbnb

ananana
m

m

m

m

k

k

k

k

n
 

















k

m

m

m

m

k

k

k

k

k

n

n

bnbnbnb

n

ananana

01

1

1

01

1

1

...

...

lim  Каф
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

















 0
...

...

lim
0

1

1

1

1

0

1

11

k

kkmk

m

mk

m

kk

k
k

n

a

n

b

n

b

n

b

n

b
n

a

n

a

n

a
a

. 

Таким образом, если старшая степень числителя больше 

старшей степени знаменателя, то предел равен ∞. 

 
В дальнейшем для вычисления предела будем пользоваться 

данным выводом: 






























.,

,,0

,,

...

...
lim

01

1

1

01

1

1

mkесли

mkесли

mkесли
b

a

bnbnbnb

ananana m

k

m

m

m

m

k

k

k

k

n
 

 

Пример 6. Вычислить .3)2(lim 2 


nnn
n

 

Решение 

При n выражение, стоящее под знаком предела, дает 

неопределенность вида   . Для раскрытия 

неопределенности необходимо избавиться от радикалов. 

Умножим и разделим выражение, стоящее под знаком предела, 

на сопряженное к нему, то есть 3)2( 2  nnn . Затем в 

числителе воспользуемся формулой разности квадратов: 
22))(( bababa  . 

 


3)2(lim 2nnn
n
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  







 3)2(

3)2(3)2(
lim

2

22

nnn

nnnnnn

n
 












 3)2(

32
lim

3)2(

3)2(
lim

2

22

2

2

nnn

nnn

nnn

nnn

nn
 














n

nnn

n

n

nnn

n

nn 3)2(

32

lim
3)2(

32
lim

22
 

.2
3

1lim
2

1lim

3
2lim

32

3
2

lim

22

2

2

2






























nn

n

n

n

n

nn

n

nn

n

n
 

Ответ: -2. 

 

Пример 7. Вычислить 
n

n

n

11
lim

2

0




. 

Решение 

Выражение, стоящее под знаком предела при  𝑛 → 0, дает 

неопределенность вида (
0

0
). Для ее устранения умножим 

числитель и знаменатель дроби на выражение, сопряженное 

числителю, то есть 11 2  n .  

  
 


















 11

1111
lim

0

011
lim

2

22

0

2

0 nn

nn

n

n

nn
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   
.0

2

0

101

0

11
lim

11

11
lim

202

2

0













 n

n

nn

n

nn
 

Ответ: 0. 

 

Пример 8. Вычислить 
)!1(!

!)!1(
lim





 nn

nn

n
. 

Решение 

Выразим факториал )!1( n  через !n : 

).1(!)1()1(...321)!1(  nnnnnn  

Тогда  

 
 
















 )1(1!

1)1(!
lim

)1(!!

!)1(!
lim

)!1(!

!)!1(
lim

nn

nn

nnn

nnn

nn

nn

nnn
 

.1
2

lim 



 n

n

n
 

Ответ: 1. 

 

Пример 9. Вычислить 
 

.
)!1(!

!1)!1(2
lim





 nn

nn

n
 

Решение 

Для раскрытия неопределенности 











выразим 

факториалы в числителе и знаменателе дроби через факториал с 

наименьшим номером, то есть через )!1( n : 

).1()!1()1()1(...321)!1(  nnnnnnn  

.)!1()1(...321! nnnnn   
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Получаем 

   
.

)!1()!1(

)1(!1)!1(2
lim

)!1(!

!1)!1(2
lim










 nnn

nnnn

nn

nn

nn
 

Вынесем за скобки общий множитель )!1( n  и сократим на 

него: 

   
 











 1)!1(

)1(2)!1(
lim

)!1()!1(

)1(!1)!1(2
lim

nn

nnn

nnn

nnnn

nn
 

.
1

2
lim

1

)1(2
lim

2












 n

nn

n

nn

nn
 

Ответ: .  

 

Пример 10. Вычислить предел .
35

35
lim

1

1

nn

nn

n 







 

 

Решение 

Для раскрытия неопределенности 











 вынесем в 

числителе и знаменателе за скобки показательное выражение с 

наибольшим основанием, то есть 
n5 , и затем сократим на него. 












































































 n

n

n

n

nnn

nn

nnn

nn

n

5

3
55

5

3
315

lim
355

335
lim

35

35
lim

1

1
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.
5

1

05

01

5

3
lim5lim

5

3
lim31lim

5

3
5

5

3
31

lim 





















































 n

nn

n

nn

n

n

n
 

При решении учли, что 0
5

3
lim 











n

n
, так как числовая 

последовательность с общим членом 

n

n

n qa 









5

3
является 

бесконечно малой. 

Ответ: .
5

1
 

 

Пример 11. Вычислить предел .
2

1
1lim

5n

n n











 

Решение 

Для устранения неопределенности вида  1  воспользуемся 

определением числа e : .
1

1lim e
n

n

n












 

Предварительно преобразуем степень. Возведем выражение 











n2

1
1 в степень n2  и обратную ей: 

n2

1
. Так как 1

2

1
2 

n
n , 

то данное преобразование не повлияет на результат. 

  .
2

1
1lim

2

1
1lim1

2

1
1lim 2

52

5
25

2

2
5

e
nnn

n

n

n
n

n

n

n

n




















































 

Ответ: .2

5

e  
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Пример 12. Вычислить предел .
2

3
lim

5n

n n

n














 

 

Решение 

Выражение, стоящее под знаком предела, при  𝑛 → ∞ дает 

неопределенность вида  1 . Для ее устранения представим 

основание степени в виде суммы единицы и бесконечно малой 
величины 

 
n

n

n

n nn

n
55

2

1
1lim1

2

3
lim 





























. 

Преобразуем степень. Возведем выражение 











2

1
1

n
в 

степень  2n , а затем в степень, обратную данной, т.е. 
2

1

n
 

(таким образом, их произведение даст единицу и преобразования 

не повлияют на результат). 

  n
n

n

n

n

n nn

5
2

1
25

2

1
1lim

2

1
1lim




























 . 

Затем воспользуемся определением числа e : 

.
1

1lim e
n

n

n












 

 

.
2

1
1lim

2

1
1lim 52

5
lim

2

5
25

2

1
2

ee
nn

n

nn

n
n

n

n
n

n

n

n 


































 












  

Ответ: .5e  
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ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 

 

Пример 1. Вычислить 
9

35
lim

30 



 x

x

x
. 

Решение 

Подставим предельное значение, т.е. 0x , в функцию, 

стоящую под знаком предела. 

1
3

3

90

305
lim

9

35
lim

3030














 xx x

x
. 

Ответ: -1. 

 

Рассмотрим примеры, когда подстановка предельного 

значения приводит к неопределенности.  

В дальнейшем будем учитывать, что функции 
nxxx

1
,...,

1
,

1
2

являются бесконечно-малыми, то есть  

.0
1

lim,...,0
1

lim,0
1

lim
2


 nxxx xxx

 

 

Неопределенность вида 











 

Пример 2. Вычислить 
24

123
lim

2

2





 xx

xx

x
. 

Решение 

При подстановке 𝑥 = ∞ в функцию получим 

неопределенность вида 











. Для ее устранения разделим 
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числитель и знаменатель дроби на наивысшую степень, то есть в 

нашем случае на 
2x . 
































222

2

222

2

2

2

2

2

2

2

24

123

lim
24

123

lim
24

123
lim

xx

x

x

x

xx

x

x

x

x

xx

x

xx

xx

xx

xxx
 

.
4

3

004

003

1
lim2

1
lim4lim

1
lim

1
lim23lim

21
4lim

12
3lim

2

2

2

2











































xx

xx

xx

xx

xxx

xxx

x

x

 

Ответ: .
4

3
 

 

Пример 3. Вычислить 
152

237
lim

23

2





 xx

xx

x
. 

Решение 

Для раскрытия неопределенности 











, которая получается 

при подстановке предельного значения в функцию, разделим 

числитель и знаменатель на старшую степень, т.е. на 
3x . 


























3

23

3

2

23

2

152

237

lim
152

237
lim

x

xx

x

xx

xx

xx

xx
 Каф
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





































3

32

3

32

1
lim

1
lim52lim

1
lim2

1
lim3

1
lim7

15
2lim

237
lim

xx

xxx

xx

xxx

xxx

xxx

x

x

 

.0
2

0

002

000





  

Ответ: 0. 

 

Пример 4. Вычислить 
1

132
lim

2





 x

xx

x
. 

Решение 

Для устранения неопределенности 











 разделим 

числитель и знаменатель на 
2x . 


























2

2

2

2

1

132

lim
1

132
lim

x

x
x

xx

x

xx

xx
 

.
0

2

00

002

1
lim

1
lim

1
lim

1
lim32lim

2

2


























xx

xx

xx

xxx
 

Запись 








0

2
 подразумевает деление не на ноль, а на 

бесконечно малое число. 

Ответ: .  
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Таким образом, при раскрытии неопределенности вида 












возможны 3 случая: 
 

 
 






























.,

,,0

,,

...

...
lim

01

1

1

01

1

1

mkесли

mkесли

mkесли
b

a

bxbxbxb

axaxaxa m

k

m

m

m

m

k

k

k

k

x
 

 

 

Неопределенность вида 








0

0
 

Пример 5. Вычислить 
xx

xx

x 



 2

2

1

32
lim . 

Решение 

При подстановке 𝑥 = 1 в функцию, стоящую под знаком 

предела, получим неопределенность вида 








0

0
. Многочлены 

322  xx  и xx 2
 обращаются в ноль в точке 𝑥 = 1, то есть 

содержат множитель 1x . Для устранения неопределенности 

разложим числитель и знаменатель дроби на простейшие 

множители, выделив общий множитель 1x . 

  31322  xxxx ,  

 12  xxxx . 

Сократив дробь на 1x  и подставив предельное значение 

1x , получим ответ. 
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.4
1

43
lim

)1(

)3)(1(
lim

0

032
lim

112

2

1























 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
 

Ответ: 4. 

 

Пример 6. Вычислить 
8

632
lim

3

23

2 



 x

xxx

x
. 

Решение 

При подстановке предельного значения в числитель и 

знаменатель дроби, получаем неопределенность 








0

0
. То есть 

𝑥 = −2 является корнем данных многочленов, и они делятся на 

(𝑥 + 2) без остатка. Разделим числитель столбиком на (𝑥 + 2), а 

знаменатель разложим по формуле суммы кубов.  

,0

63

63

2

32

2

42

632

2

2

223

23

















x

x

xx

xx

xx

x

xx

xxx

 

)32)(2(632 223  xxxxxx , 

)44)(2(8 23  xxxx .  

Затем в пределе сократим на общий множитель (𝑥 + 2) и тем 

самым избавимся от неопределенности. 
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


















 )44)(2(

)32)(2(
lim

0

0

8

632
lim

2

2

23

23

2 xxx

xxx

x

xxx

xx
 

.
16

13

484

328

44

32
lim

2

2

2












 xx

xx

x
 

Ответ: .
16

13
 

 

Пример 7.  Вычислить .
2

37
lim

2 



 x

x

x
 

Решение 

Для раскрытия неопределенности 








0

0
 необходимо 

избавиться от радикалов. Применим метод сопряженных 

выражений. Умножим и разделим дробь, стоящую под знаком 
предела, на выражение, сопряженное к числителю, то есть 

.37 x  Затем в числителе воспользуемся формулой разности 

квадратов 
22))(( bababa  . 

  
  




















 372

3737
lim

0

0

2

37
lim

22 xx

xx

x

x

xx
 

  
.

6

1

37

1
lim

372

97
lim

22










 xxx

x

xx
 

Ответ: .
6

1
 

 

Пример 8. Вычислить .
1

32
lim

1 



 x

x

x
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Решение 

Для устранения неопределенности применим метод 

сопряженных выражений к числителю (умножим и разделим 

дробь на выражение 32  x ) и к знаменателю (умножим и 

разделим дробь на выражение 1x ). 

  
  




















 321

3232
lim

0

0

1

32
lim

11 xx

xx

x

x

xx
 

  
  

   












 3211

11
lim

321

34
lim

11 xxx

xx

xx

x

xx
 

  
  

.
2

1

4

2

32

1
lim

321

11
lim

11












 x

x

xx

xx

xx
 

Ответ: .
2

1
 

 

 

Первый замечательный предел и следствия из него 
 

 

1
sin

lim
0


 x

x

x
 1

)(

)(sin
lim

0)(


 x

x

x 




 

1
tg

lim
0


 x

x

x
 1

)(

)(tg
lim

0)(


 x

x

x 




 

1
arcsin

lim
0


 x

x

x
 1

)(

)(arcsin
lim

0)(


 x

x

x 




 

1
arctg

lim
0


 x

x

x
 1

)(

)(arctg
lim

0)(


 x

x

x 




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Пример 9. Вычислить 
x

x

x 5tg

2sin
lim

0
. 

 

Решение 

Для устранения неопределенности 








0

0
 воспользуемся 

первым замечательным пределом. В числителе стоит 

выражение sin2𝑥, для того, чтобы «подогнать» его под 

замечательный предел, необходимо разделить его на 2𝑥. А чтобы 

преобразование не повлияло на результат, т.е. было 

тождественным, необходимо умножить выражение на 2𝑥. 
















 x

x

x

x

xx

xx

x

x

xxxx 5tg

2
lim

2

2sin
lim

5tg2

2sin2
lim

0

0

5tg

2sin
lim

0000
 

.
5tg

lim2
5tg

lim21
00 x

x

x

x

xx 
  

Рассуждая аналогичным образом, умножим числитель и 

знаменатель дроби на 5. 

.
5

2

5

5tg

1
lim

5

2

5tg

5
lim

5

2

5tg5

5
lim2

5tg
lim2

0000









x

xx

x

x

x

x

x

xxxx
 

Ответ: .
5

2
 

 

Пример 10. Вычислить 
4

)2arcsin(
lim

22 



 x

x

x
. 

 

Решение 

  
.

22

)2arcsin(
lim

0

0

4

)2arcsin(
lim

222 

















 xx

x

x

x

xx
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Чтобы воспользоваться первым замечательным пределом, 

необходимо сделать замену переменной таким образом, чтобы 
новая переменная стремилась к нулю.  

Пусть 2 xt . Так как 2x , то 0t . 

  























 )4(

arcsin
lim

0

,2

0

0

22

)2arcsin(
lim

02 tt

t

t

xt

xx

x

tx
 

.
4

1

4

1
1

4

1
lim

arcsin
lim

00





 tt

t

tt
 

Ответ: .
4

1
 

 

Пример 11. Вычислить .
sin

3sin7sin
lim

0 x

xx

x




 

Решение 
Подстановка предельного значения дает неопределенность 

вида 








0

0
, для устранения которой в числителе дроби применим 

формулу разности синусов: 

2
sin

2
cos2sinsin





 . 













 x

xx

x

xx

xx sin

2sin5cos2
lim

0

0

sin

3sin7sin
lim

00
 


 1

5cos2

sin2

2sin
lim2

2

2

sin

2sin5cos
lim2

00

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx
 

.40cos45coslim4
0




x
x

 

Ответ: 4. 
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Пример 12. Вычислить .
4cos1

lim
0 x

x

x




 

Решение 

Для устранения неопределенности 








0

0
 воспользуемся 

формулой тригонометрии: 
2

sin2cos1 2   . 













 4

42sin
lim2

2sin2
lim

0

04cos1
lim

2

2

02

2

020 x

x

x

x

x

x

xxx
 

 
 

.8
2

2sin
lim8

2

2sin
lim8

2

02

2

0











 x

x

x

x

xx
 

Ответ: 8. 

 

На практике для раскрытия неопределенности 








0

0
 удобнее 

использовать эквивалентные бесконечно малые функции.  

При 0)( x : 

,
2

)(
~)(cos1

),(~)(arctg

),(~)(tg

),(~)(arcsin

),(~)(sin

2 x
x

xx

xx

xx

xx














                 

).(~1))(1(

),(~))(1ln(

,ln)(~1

),(~1

)(

)(

xmx

xx

axa

xe

m

x

x




















 

Пример 13. Вычислить .
)51ln(

3arcsin
lim

0 x

x

x 
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Решение 

При 0x  в пределе имеем неопределенность вида 








0

0
, 

для раскрытия которой воспользуемся эквивалентностями: 

.5~)51ln(,3~3arcsin xxxx   

.
5

3

5

3
lim

0

0

)51ln(

3arcsin
lim

00











  x

x

x

x

xx
 

Ответ: .
5

3
 

 

Пример 14. Вычислить .
5

cos1
lim

0 x

x

x




 

Решение 
Для раскрытия неопределенности применим 

эквивалентности: 
 

.
22

~cos1

2

xx
x   

.
10

1

10
lim

5
2lim

0

0

5

cos1
lim

000













 x

x

x

x

x

x

xxx
 

Ответ: .
10

1
 

 

Пример 15. Вычислить .
sintg

lim
20 x

xx

x




 

Решение 
Если в числителе или знаменателе дроби, стоящей под 

знаком предела, стоит сумма (разность) бесконечно малых 
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функций, то в данном случае нельзя заменять отдельные 

слагаемые эквивалентными функциями, так как это приведет к 
неверному результату. 

В числителе вынесем xsin за скобку, а затем применим 

эквивалентности. 





























 202020

1
cos

1
sin

lim

sin
cos

sin

lim
0

0sintg
lim

x

x
x

x

x
x

x

x

xx

xxx
 
















 


 xx

x
x

xx

xx

x

x

x
x

xxx cos

2lim
cos

)cos1(sin
lim

cos

cos1
sin

lim
2

2

02020
 

.0
2

0

cos2
lim

0


 x

x

x
 

Ответ: 0. 

 

 

Второй замечательный предел 

 

e
x

x

x













1
1lim    ex x

x



)(

1

0)(
)(1lim 


  

 

Пример 16. Вычислить .
1

2
lim

x

x x

x














 

 

Решение 

Выражение, стоящее под знаком предела, при x  

является неопределенностью вида  1 . Для ее устранения 

сначала  представим основание степени в виде суммы единицы и 

бесконечно малой величины 𝛼(𝑥).  
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,
1

3
1

1

31

1

2













xx

x

x

x
 

.0
3

1

3
lim)(lim,

1

3
)( 


















 x
x

x
x

xx
  

Тогда получим 

   .
1

3
1lim1

1

2
lim

x

x

x

x xx

x





























 

Чтобы воспользоваться формулой второго замечательного 

предела, возведем выражение 











1

3
1

x
в степень 

3

1x
 и в 

степень, обратную данной 
1

3

x
. Тогда преобразования не 

повлияют на результат, так как их произведение даст единицу. 
































































1

3

3

1

1

3

3

1

1

3
1lim

1

3
1lim

1

3
1lim

x

x
x

x

x
x

x

x

x

x xxx
 

.lim 31

3
lim

1

3

eee x

x

x

x

x

x  



  

Ответ: .3e  

 

Пример 17. Вычислить .
32

12
lim

1

2

2
2 

 











x

x x

x
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Решение 

  


































1

2

2
1

2

2
22

32

432
lim1

32

12
lim

x

x

x

x x

x

x

x
 




































1
32

4

4

32

2

1

2

2

2

2
2

32

4
1lim

32

4
1lim

x
x

x

x

x

x xx
 








































1
32

4

1
32

4

4

32

2

2

2

2

22

lim
32

4
1lim

x
x

x

x
xx

x
e

x
 

.2322

124

lim

ee
x

x

x 




















 

Ответ: .2e  

 

Пример 18. Вычислить .
3

1
lim

2

2
x

x xx

x


 











 

Решение 

  


































5

2

2
5

2

2

3

133
lim1

3

1
lim

x

x

x

x xx

xxx

xx

x
 

 












































5
3

13

13

3

2

5

2

2

2

3

13
1lim

3

13
1lim

x
xx

x

x

xx

x

x

x xx

x

xx

x
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 
  






























 
















xx

xx

x

x
xx

x

x

xx

x
e

xx

x
3

513

5
3

13

13

3

2

2

22

lim
3

13
1lim  

.332

51623
lim

ee
xx

xx

x 




  

Ответ: .3e  

 

Пример 19. Вычислить .2coslim
2sin

1

0

x

x
x


 

Решение 

При подстановке предельного значения получаем 

неопределенность вида  1 . В основании степени выделим 

единицу и бесконечно малую величину, а затем воспользуемся 

формулой для косинуса двойного угла: xx 2sin212cos  . 

    






x

xx
x

x

x

2sin

1

2

12cos1lim12coslim
0

sin

1

0
 

   
xx

xx
xx

2sin

1

2sin

1

)sin2(1lim1sin211lim 2

0

2

0



. 

Умножим и разделим степень на (-2), а затем воспользуемся 
формулой второго замечательного предела. 

    .lim)sin2(1lim)sin2(1lim 22

0

2

0

2

0

)2(
2sin2

1

2sin

1









eexx
xxx

xx

 

Ответ: .2e  
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НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИ 

 

Если )()(lim 0
0

xfxf
xx




, то функция )(xf  называется 

непрерывной в точке 𝑥0. 

Если )()0()0( 000 xfxfxf  , то функция непрерывна 

в точке 𝑥0. 

Если нарушается хотя бы одно равенство, то функция не 

является непрерывной. В этом случае 𝑥0 называется точкой 
разрыва. 

𝑥0 – точка разрыва первого рода, если она не является точкой 

непрерывности и левый и правый пределы существуют и 

конечны. 

Если по крайней мере один из пределов равен ±∞ или не 

существует, то 𝑥0 - точка разрыва второго рода. 

Среди точек первого рода выделим точки устранимого 
разрыва: 

)()0()0( 000 xfxfxf  . 

 
Пример 1. Найти и исследовать точки разрыва функции  

3

1

)(  xexf . 

Решение 

Область определения функции ).,3()3,()( fD  

Функция )(xf  элементарная, следовательно, непрерывна на 

своей области определения.  

Функция )(xf  не определена в точке 30 x , таким 

образом, 30 x – точка разрыва. Определим ее тип. 

Вычислим односторонние пределы функции )(xf  в данной 

точке. 

  .lim)(lim)0( 0

1

303

1

3

1

030
0

0


















 


eeeexfxf x

xxx
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  .0lim)(lim)0( 0

1

303

1

3

1

030
0

0


















 


eeeexfxf x

xxx
 

Лево- и правосторонний пределы функции не равны, кроме 
того, правосторонний предел равен  , следовательно, 

 30x точка разрыва второго рода.  

Ответ: 30 x  – точка разрыва второго рода. 

 

Пример 2. Найти и исследовать точки разрыва функции  




















.

2
,

2

1

,
2

,cos

)( 





x

x

xx

xf  

Решение 

Область определения функции ).,()( fD  На 

каждом из промежутков 
2

,
2


 xx  функция )(xf

непрерывна. Разрыв может быть только на стыке промежутков. 

Таким образом, 
2

0


x  – точка, подозрительная на разрыв. 

Найдем односторонние пределы функции )(xf в данной 

точке. 

,
0

1

2

1
lim)(lim)0(

0
2

0
0

0


















 

x

xfxf
x

xx
 

.0coslim)(lim)0(
0

2

0
0

0





xxfxf

x
xx 
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Лево- и правосторонний пределы не равны, кроме того, 

правосторонний предел равен  , следовательно, 
2

0


x  – 

точка разрыва функции второго рода. 

Ответ: 
2

0


x  – точка разрыва функции второго рода. 

 

Пример 3. Исследовать функцию 









1,1

,1,1
)(

2 xx

xx
xf  на 

непрерывность, сделать чертеж.  

 

Решение 

Область определения функции ).,()( fD  Функция 

состоит из элементарных функций, каждая из которых 

непрерывна на заданном для нее промежутке. Разрыв может быть 

только на стыке промежутков. Таким образом, 10 x  – точка, 

подозрительная на разрыв. 

Найдем односторонние пределы функции в данной точке. 

  ,21lim)(lim)0(
010

0
0




xxfxf
xxx

 

.0)1(lim)(lim)0( 2

010
0

0




xxfxf
xxx

 

Лево- и правосторонний пределы не равны, но конечны, 

следовательно, 10 x  – точка разрыва первого рода.  

Для построения графика функции проверим наличие 
горизонтальных асимптот. Для этого найдем пределы функции 

)(xf  при x и x . 

.)1(lim)(lim 2 


xxf
xx

 

  .1lim)(lim 


xxf
xx
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Оба предела не конечны, следовательно, функция не имеет 

горизонтальных асимптот. 

График функции представлен на рис. 1. 

 

Рис. 1. График функции 










1,1

,1,1
)(

2 xx

xx
xf  

Ответ: 10 x  – точка разрыва первого рода. 

Пример 4. Исследовать функцию 12)( 1

1

 xxf  на 

непрерывность, сделать схематичный чертеж. 

 

Решение 

Область определения функции ).,1()1,()( fD  

Функция элементарная, следовательно, непрерывна на своей 

области определения. Точка 10 x , в которой функция не 

определена, является точкой разрыва. Определим ее тип. 
Вычислим односторонние пределы функции в данной точке.  
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













 






12lim12lim)(lim)0( 1

1

01

1

1

010
0

0

x

x

x

xxx
xfxf  

  .121212 0

1

101

1


















   















 






12lim12lim)(lim)0( 1

1

01

1

1

010
0

0

x

x

x

xxx
xfxf  

  .110121212 0

1

101

1


















   

Лево- и правосторонний пределы не равны, кроме того, 

правосторонний предел равен  , следовательно, 10 x  – точка 

разрыва функции второго рода. При этом 1x  - вертикальная 

асимптота для графика функции )(xf . 

Проверим наличие горизонтальных асимптот. Для этого 

найдем пределы функции )(xf  при x и x . 

.0121212lim12lim)(lim 01

1
lim

1

1

1

1















 







 xx

x

x

xx

xxf  

.0121212lim12lim)(lim 01

1
lim

1

1

1

1















 







 xx

x

x

xx

xxf  

Оба предела конечны и равны между собой, следовательно, 

0y - горизонтальная асимптота для графика функции )(xf . 

Выполним чертеж (рис.2). Каф
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Рис. 2. График функции 11
1

2)(  xxf  

Ответ: 10 x  – точка разрыва второго рода. 

 

Пример 5. Исследовать функцию )(xf  на непрерывность, 

сделать чертеж. 



















.1,
1

2

,10,sin

,0,

)(

2

x
x

xx

xx

xf  

 

Решение 

На каждом из промежутков 1,10,0  xxx  функция 

непрерывна. Разрыв может быть только на стыке промежутков, 

то есть в точках 00 x  и 10 x .  

Таким образом, 00 x  и 10 x – точки, подозрительные на 

разрыв. 
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Найдем односторонние пределы функции )(xf  в точке 

00 x . 

,0sinlim)(lim)0(
000

0
0




xxfxf
xxx

 

.0lim)(lim)0( 2

000
0

0




xxfxf
xxx

 

Односторонние пределы в точке 00 x  равны. Кроме того, 

00sin)0()( 0  fxf . Следовательно, функция )(xf  

непрерывна в точке 00 x . 

Найдем односторонние пределы функции )(xf  в точке 

10 x . 

,1
1

2
lim)(lim)0(

010
0

0





 x

xfxf
xxx

 

.84,01sinsinlim)(lim)0(
010

0
0




xxfxf
xxx

 

Лево- и правосторонний пределы в точке 10 x  не равны, но 

конечны, следовательно, 10 x  – точка разрыва первого рода. 

Проверим наличие горизонтальных асимптот. Найдем 

пределы функции )(xf  при x и x . 

.0
1

2
lim)(lim 




 x
xf

xx
 

.lim)(lim 2 


xxf
xx

 

При x предел функции существует и конечен, 

следовательно, 0y  - горизонтальная асимптота для графика 

функции )(xf . 

Построим график функции )(xf  (рис.3.). 
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Рис. 3. График функции 



















1,
1

2

,10,sin

,0,

)(

2

x
x

xx

xx

xf  

Ответ: 10 x  – точка разрыва первого рода. 
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