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Условные обозначения. Буквы греческого алфавита

◄ – начало решения примера
► – решение примера завершено
∅ − пустое множество

BA⇒ − из высказывания A  следует 
высказывание B

BA ⇔ − высказывания A  и B  равносильны
N − множество натуральных чисел
Z − множество целых чисел
Q − множество рациональных чисел
R − множество действительных чисел

Xx∈ − элемент x  принадлежит множеству X
ni ,1= − число i  принимает последовательно все

значения от 1 до n  из множества N
∀ – квантор всеобщности (любой, для всякого)
∃ – квантор существования (существует)
Опр. – определение
м. А – матрица А
СЛАУ – система линейных алгебраических уравне-

ний
ФСР – фундаментальная система решений
ПДСК – прямоугольная декартова система координат
ПСК – полярная система координат
к.ч. – комплексное число
д.ч. – действительная часть
м.ч. – мнимая часть
а.д. – алгебраическое дополнение
л.з. – линейно зависимые
л. нз. – линейно независимые
л.пр. – линейное пространство
ев.пр. – евклидово пространство
л.о. – линейный оператор
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кв.ф. – квадратичная форма
т. и т.т. – тогда и только тогда
н. и д. – необходимо и достаточно
сл. обр. – следующим образом
т. о. – таким образом
сл–но – следовательно

Буквы греческого алфавита

Буква Русское
название Буква Русское

название

Α α альфа Ν ν ню (ни)
Β β бета (вита) Ξ ξ кси
Γ γ гамма Ο ο омикрон
Δ δ дельта Π π пи
Ε ε эпсилон Ρ ρ ро
Ζ ζ дзета (зита) Σ σ ς сигма
Η η эта (ита) Τ τ тау (таф)
Θ θ тета (фита) Υ υ ипсилон
Ι ι йота Φ φ фи
Κ κ каппа Χ χ хи
Λ λ лямбда (лямда) Ψ ψ пси
Μ μ мю (ми) Ω ω омега

7



 8

Предисловие 
Математика – это область человеческого знания, в кото-

рой изучаются математические структуры. В настоящее время 
под математикой понимается объединение чистой и прикладной 
математики. 

Чистая математика (теоретическая математика) – это 
наука, изучающая специальные логические структуры, называе-
мые математическими структурами, для которых заданы опре-
деленные отношения между их элементами. 

Чистая математика представляет собой стройную и глубо-
кую совокупность знаний о математических структурах со 
своими проблемами, с собственными путями развития, обуслов-
ленными внутренними и внешними задачами. 

Прикладная математика является наукой, в которой мате-
матическими методами изучаются реальные объекты. Она со-
стоит из математического моделирования, качественного и ко-
личественного исследования математических моделей, теории 
алгоритмов численных решений возникающих при этом задач, 
математического обеспечения ЭВМ, необходимого для проведе-
ния вычислений по указанным алгоритмам. 

Очевидно, что обучиться приложениям математики нельзя, 
не освоив саму математику.  

Математика – это систематическая наука, и заниматься ей 
следует ежедневно, а не от случая к случаю, как это часто, к со-
жалению, происходит у студентов. К сведению, слово «студент» 
в переводе с латинского означает – «овладевающий знаниями, 
усердно работающий, занимающийся». 

Особую благодарность автор выражает старшим преподава-
телям кафедры высшей математики Ёлкиной Н.В. и Масло-
вой Н.Н., прочитавшим рукопись и сделавшим ряд поправок и 
ценных замечаний, а также доценту кафедры высшей математи-
ки Лукьяновой Г.С., которая систематизировала рекомендуемую 
литературу по разделам и факультетам. 
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ГЛАВА 1. МАТРИЦЫ, ОПРЕДЕЛИТЕЛИ, СЛАУ 

Матричное исчисление широко используется в различных 
областях математики (решение систем линейных уравнений, 
векторная алгебра, дифференциальные уравнения, теория веро-
ятностей), механики, электротехники, теоретической физики и 
т.д. Матричное исчисление позволяет в компактной форме по-
лучить решение реальных задач, содержащих большое количе-
ство переменных. 

§ 1. Матрицы. Действия над матрицами 
Опр. 1. Матрицей называется прямоугольная таблица чи-

сел. 
Обозначают матрицы заглавными латинскими буквами 

 и т.д.  DC,B,,A
Если м.  содержит  строк и  столбцов, то таблица на-

зывается матрицей размера (формата) 
A m n

nm×  (читается «эм на 
эн»). Матрицу записывают в виде: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

, 

обозначая через  ее элемент, находящийся в -й строке и    ija i
j -м столбце. 

Иногда для матриц используют другие обозначения: 
( )

nmijnmij aАaA
××

== , . 

Опр. 2. Матрица размером n×1  называется матрицей-
строкой, или просто строкой, например: ( )065=B , размер 

. 31×
Опр. 3. Матрица размером  называется матрицей- 

столбцом, или просто столбцом, например: , размер  

1×m

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

2
1
4

C
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13× . 
Опр. 4. Матрица называется квадратной, если число строк 

равно числу ее столбцов, nm = . Число  называют порядком 
матрицы. 

n

Например, при =3 квадратная матрица имеет вид: n

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A . 

Элементы квадратной матрицы, для которых номер строки 
и номер столбца совпадают, то есть, ji = , называются диаго-
нальными ( ), а диагональ матрицы, на которой они 
находятся, – главной диагональю этой матрицы. 

nnaaa ,...,, 2211

Виды квадратных матриц 
1. Верхняя треугольная   2. Нижняя треугольная 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nn

n

n

a

aa
aaa

...00
............

...0

...

222

11211

    

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnnn aaa

aa
a

...
............
0...
0...0

21

2221

11

(под главной диагональю  (над главной диагональю 
все нули)     все нули) 
3. Диагональная   4. Единичная 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nna

a
a

...00
............
0...0
0...0

22

11

    

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1...00
............
0...10
0...01

E

(все элементы нули,    (на главной диагонали 
кроме главной диагонали)  единицы, все остальные 
     нули) 
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5. Нулевая    6. Симметричная 

θ =     

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0...00
............
0...00
0...00

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnnnn

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

...
...............

...

...

...

321

3332313

2232212

1131211

(все элементы нули)   (выполняется симметрия 
     элементов относительно 
      главной диагонали 
     jiaa jiij ≠= , ) 

Опр. 5. Транспонированием матрицы называется преобразо-
вание, состоящее в замене строк столбцами с сохранением их 
номеров.  

Т.о., строки данной матрицы будут в той же последователь-
ности столбцами транспонированной матрицы и наоборот. 

Если задана матрица , то ее транспониро-

ванная матрица имеет вид: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

654
321

A

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

63
52
41

TA . 

В случае квадратной матрицы транспонирование сводится к 
повороту матрицы на  вокруг главной диагонали. 0180

Действия над матрицами 
Опр. 6. Суммой двух матриц ( )

nmijaA
×

=  и ( )
nmijbB

×
=  оди-

накового размера называется м. BAС +=  того же размера 
( )

nmijcC
×

= , элементы которой вычисляются по правилу 

njmibac ijijij ,1,,1, ==+=  (складываются одинаково распо-
ложенные элементы). 
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Опр. 7. Произведением м. ( )
nmijaA

×
=  и числа α  называется 

м. AB ⋅= α , ( )
nmijbB

×
= , элементы которой вычисляются по 

правилу ijij ab ⋅= α , mi ,1= , nj ,1=  (каждый элемент м. A  
умножается на α ). 

Опр. 8. Произведением м. ( )
pmijaA

×
=  и м. ( )

npijbB
×

=  на-

зывается м. BAС ⋅= , ( )
nmijcC

×
= , элементы которой вычисля-

ются по правилу: 

pjipjijikj

p

k
ikij babababaс +++==∑

=

...2211
1

, mi ,1= , nj ,1= . 

Замечание 1. Элемент  матрицы произведения равен 
сумме произведений элементов -й строки м. 

ijc
i A  на соответст-

вующие элементы j -го столбца м. B . 
Замечание 2. Произведение матриц определено т. и т.т., ко-

гда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй 
матрицы. 

Пример. Найти произведение BA ⋅  матриц  и 

. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

65
43
21

A

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

109
87

B

◄  =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅

109
87

65
43
21

BA

.
10089
6457
2825

106859675
104839473
102819271

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅

= ► 

Замечание 3. В общем случае ABBA ⋅≠⋅ , даже если оба 
произведения матриц BA ⋅  и AB ⋅  определены. 
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Опр. 9. Матрицы, для которых выполняется условие 
ABBA ⋅=⋅ , называются коммутативными или перестановоч-

ными. 
Отметим некоторые свойства операции умножения матриц. 
1. )()( CBACBA ⋅⋅=⋅⋅ . 
2. CBCACBA ⋅+⋅=⋅+ )( . 
3. CABACBA ⋅+⋅=+⋅ )( . 
4. .AAEEA =⋅=⋅  
5. = ⋅A θ θ A⋅ = θ . 
6. . ( ) TTT ABBA ⋅=⋅

§ 2. Определители 
Каждой квадратной м. A  можно поставить в соответствие 

число, которое называется ее определителем и обозначается A , 
 или символом Δ (читается «дельта»). Adet

Определитель матрицы второго порядка  

(определитель 2-го порядка) вычисляется по правилу: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −== . 

Определитель матрицы третьего порядка 

 (определитель 3-го порядка) вычисляется 

по правилу: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A

.122133231132132231

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

A

−−−

−++==
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Замечание. Указанное здесь правило называется правилом 
треугольников (если мысленно соединить линиями множители 
во 2-м, 3-м, 5-м, 6-м слагаемых, то получим треугольники). 

11a

21a

31a

12a

22a

32a

13a

23a

33a  

11a

21a

31a

12a

22a

32a

13a

23a

33a

-

 
Для нахождения определителя 3-го порядка можно приме-

нять еще одно мнемоническое правило, так называемое правило 
Саррюса: приписать к определителю справа два первых столбца 
и составить сумму произведений главных диагональных эле-
ментов и элементов, параллельных главной диагонали, из кото-
рых затем вычесть сумму произведений элементов побочной 
диагонали и элементов, параллельных побочной диагонали: 

11a

21a

31a

12a

22a

32a

13a

23a

33a

11a

21a

31a

12a

22a

32a

 
−+++= 322113312312332211 aaaaaaaaa  

332112322311312213 aaaaaaaaa −−− . 
Например, вычислим определитель по правилу треугольни-

ков:  

0.249-618-753-483762951
987
654
321

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  

Определитель квадратной матрицы -го порядка ( n 4) 
вычисляется с использованием свойств определителей. 

n ≥

Основные свойства определителей матриц 
1. Определитель не меняется при транспонировании мат-

риц ( TAA = ). 
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Это свойство устанавливает полное равноправие строк и 
столбцов определителя, то есть свойства определителей, дока-
занные для строк, верны и для столбцов и наоборот. 

2. Если в определителе поменять местами две строки 
(столбца), то определитель поменяет знак. 

3. Если все элементы одной строки (столбца) определите-
ля пропорциональны (в частности, равны) соответствующим 
элементам другой строки (столбца), то он равен нулю. 

4. Если в определителе строка (столбец) состоит из нулей, 
то определитель равен нулю. 

5. Общий множитель у элементов какой-либо строки 
(столбца) можно вынести за знак определителя. 

6. Определитель не изменится, если ко всем элементам 
одной строки (столбца) прибавить соответствующие элементы 
другой строки (столбца), умноженные на одно и то же число. 

7. Определитель диагональной и треугольной (верхней 
или нижней) матриц равен произведению диагональных элемен-
тов. 

8. BABA ⋅=⋅ , где A  и B  квадратные матрицы разме-
ром . nn×

9. Если всякий элемент любой строки (столбца) представ-
ляет собой сумму двух слагаемых, то определитель равен сумме 
двух определителей, в первом из которых в соответствующей 
строке (столбце) оставлены первые слагаемые, а во втором – 
вторые, например: 

123
324
789

123
132
789

123
312342

789

123
456
789

+=+++= . 

Рассмотрим определитель -го порядка: n

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

21

22221

11211 ... 

= . 
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Опр. 1. Минором  элемента  определителя -го по-

рядка называется определитель 
ijM ija n

( )1−n -го порядка, полученный 
из исходного вычеркиванием -й строки и i j -го столбца, на пе-
ресечении которых стоит элемент . ija

Например, 
987
654
321

=A , 67281
87
21

23 −=⋅−⋅==M  

(вычеркнули 2-ю строку и 3-й столбец из A ), 

35362
65
32

31 −=⋅−⋅==M  (вычеркнули 3-ю строку и 1-й 

столбец из A ). 

Опр. 2. Алгебраическим дополнением (а.д.)  элемента  
определителя -го порядка называется число, которое вычисля-
ется по правилу 

ijA ija
n

( ) ij
ji

ij MA ⋅−= +1 . 
Например, 

987
654
321

=A ,  ( ) ( ) ( ) 6611 5
23

32
23 =−−=⋅−= + MA , 

( ) ( ) ( ) 3311 4
31

13
31 −=−−=⋅−= + MA . 

Теорема разложения. Определитель -го порядка n A  ра-
вен сумме произведений элементов любой его строки (или 
столбца) и соответствующих им а.д. : 

ininiiiiij

n

j
ij AaAaAaAaA +++==∑

=

...2211
1

 ni ,1=  

(разложение определителя по i -й строке), 

njnjjjjjij

n

i
ij AaAaAaAaA +++==∑

=

...2211
1

 nj ,1=  
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(разложение определителя по j -му столбцу). 

Пример. Вычислить определитель 
130
120
011

=A , разло-

жив его по 1-му столбцу. 

◄ ( ) ( ) +⋅−⋅+⋅−⋅== ++

13
01

10
13
12

11
130
120
011

1211A

( ) 132
12
01

10 13 −=−=⋅−⋅+ + .► 

§ 3. Обратная матрица 
Опр. 1. Квадратная м. A  -го порядка называется невыро-

жденной, если 
n

0≠A , и вырожденной, если 0=A . 

Опр. 2. Матрица  называется обратной матрицей для 
некоторой квадратной м. , если справедливо равенство: 

1−A
A

EAAAA =⋅=⋅ −− 11 , где E  – единичная матрица. 
Мы видим, что матрицы A  и  – коммутативные (пере-

становочные). 
1−A

Обратная матрица  определена только для квадратных 
невырожденных матриц и вычисляется по формуле: 

1−A

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=−

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A
A

...
............

...

...
1

21

22212

12111

1 , 

где - а.д. элементов  м.ijA ija A , nji ,1, = . 
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Матрицу  называют  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

D

AAA

AAA
AAA

A

...
............

...

...

21

22221

11211

присоединенной или союзной (ее элементами являются а.д. эле-
ментов м. A ).  

Тогда  вычисляется по формуле  1−A

( )TDA
A

A ⋅=− 11 . 

Пример. Найти м. , обратную для м. : . 1−A A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

210
123
021

A

◄ 09
210
123
021

≠−==A , то есть м. A  невырожденная и у 

нее существует обратная . 1−A
Найдем а.д.  элементов  ( ) м. : ijA ija 321 ,,, =ji A

( ) 3
21
12

1 11
11 =⋅−= +A ,     ( ) 6

20
13

1 21
12 −=⋅−= +A , 

( ) 3
10
23

1 31
13 =⋅−= +A ,     ( ) 4

21
02

1 12
21 −=⋅−= +A , 

( ) 2
20
01

1 22
22 =⋅−= +A ,    ( ) 1

10
21

1 32
23 −=⋅−= +A , 

( ) 2
12
02

1 13
31 =⋅−= +A ,      ( ) 1

13
01

1 23
32 −=⋅−= +A , 

( ) 4
23
21

1 33
33 −=⋅−= +A . 
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Составляем матрицу : 1−A

( ) =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⋅

−
=⋅=−

T

TDA
A

A
412
124

363

9
111  

.

9
4

9
1

3
1

9
1

9
2

3
2

9
2

9
4

3
1

413
126

243

9
1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⋅

−
=  

Для проверки правильности вычислений необходимо убе-
диться в справедливости равенства: EAA =⋅ −1  (самостоятель-
но). ► 

§ 4. Ранг матрицы 
Опр. 1. Минором -го порядка м. k ( )

nmijaA
×

=  называется 

определитель квадратной матрицы, полученный из данной мат-
рицы выделением произвольных  строк и  столбцов. Обо-
значение 

k k
)(kM . 

Максимальный порядок минора равен наименьшему из чи-
сел  или . n m

Пример 1. Для матрицы  можно соста-

вить 4 минора третьего порядка, 18 миноров второго порядка и 
12 миноров первого порядка. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1045
1201
2321

A

Опр. 2. Рангом м. A  называется порядок наибольшего от-
личного от нуля минора этой матрицы. Обозначается ранг мат-
рицы  или ( )Ar ( )Arang . 

Опр. 3. Матрицы A  и B  называются эквивалентными, ес-
ли  (обозначается ( ) ( )BrAr = BA ~ ). 



 20

Пример 2. Найти ( )Ar  из примера 1 данного параграфа. 
◄ Вычислим все миноры третьего порядка: 

( ) 0
045
201
321

3
1 =−=M , ( ) 0

105
121
231

3
2 =−=M , 

( ) 0
145
101
221

3
3 =−=M , ( ) 0

104
120
232

3
4 ==M . 

Все миноры третьего порядка оказались равными нулю, по-
этому ранг м.  меньше трёх. A

Начнём вычислять миноры второго порядка. Вычислим ми-
нор м. A , полученный выделением первых двух строк и первых 
двух столбцов: 

( ) 02
01
212

1 ≠=
−

=M . 

В соответствии с определением 2 делаем вывод: 
.► ( ) 2=Ar

Для матриц сравнительно большого размера вычисление 
ранга, исходя из определения, является трудоёмкой задачей. По-
этому чаще применяется вычисление ранга с помощью приведе-
ния матрицы к ступенчатому виду. Эта процедура проводится с 
помощью элементарных преобразований  матрицы. 

Опр. 4. Элементарными преобразованиями матрицы назы-
ваются: 

1) транспонирование; 
2) перестановка строк (столбцов); 
3) умножение строки (столбца) на число 0≠α ; 
4) прибавление к элементам строки (столбца) матрицы 

элементов другой строки (столбца), умноженных на не-
которое число; 

5) отбрасывание одной из двух пропорциональных (в ча-
стности, равных) строк; 

6) отбрасывание нулевой строки (столбца) матрицы. 
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Теорема 1. Элементарные преобразования матрицы не ме-
няют её ранга. 

Для определения ( )Ar  методом элементарных преобразо-
ваний необходимо: 

1) переставить строки так, чтобы в верхнем левом углу м. 
 был ненулевой элемент; A

2) все элементы первого столбца, кроме , обратить в 
нуль; 

11a

3) повторить операцию со второй строкой: во втором 
столбце должен быть ненулевой элемент (при необхо-
димости переставить строки, чтобы 022 ≠a ), после чего 
все элементы второго столбца, кроме  и , обра-
тить в нуль. 

12a 22a

Окончательно после многократного применения указанной 
процедуры и отбрасывания нулевых строк преобразованная 
матрица будет иметь ступенчатый вид : cтA

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′′
′′′

′′′′

=

−−−−

−

−

rnrr

nrrrrr

nrr

nrr

ст

aa
aaa

aaaa
aaaaa

A

...0...00

......00
.....................

......0

......

,1,11,1

221,222

111,11211

. 

Теорема 2. Ранг ступенчатой матрицы равен числу её не-
нулевых строк. 

Пример 3. Привести м. A  из примера 1 к ступенчатому ви-
ду с помощью элементарных преобразований строк. 

 

◄  ~
1045
3520
2321

~
1045
1201
2321

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

12 CC +  13 5CC −  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
3520
2321

~
91560

3520
2321

~
23 3CC −=  

. 

Число ненулевых строк ступенчатой матрицы равно двум, 
поэтому ( ) 2=Ar .► 

§ 5. Система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
Опр. 1. Системой  линейных алгебраических уравнений с 

неизвестными называется система уравнений вида: 
m

n

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

,...
..............................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

  (1) 

где  – неизвестные;  – коэффициенты при неиз-

вестных, 
nxxx ,...,, 21 ija

mi ,1= , nj ,1= ;  – свободные члены урав-
нений. 

mbbb ,...,, 21

Система (1) может быть записана в матричном виде: 
BAX = , где  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 – основная матрица системы (1); 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mb

b
b

B
...

2

1

 – матрица-столбец свободных членов;  – 

матрица-столбец неизвестных. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
...

2

1

Опр. 2. Матрица, полученная из м.  добавлением справа 
столбца свободных членов, называется расширенной матрицей 
системы (1): 

A
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( )
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

BAA
...

...
............

...

...

2

1

21

22221

11211

. 

Опр. 3. Решением системы (1) называется упорядоченное 
множество чисел ( )nccc ,...,, 21 , удовлетворяющих всем уравне-
ниям системы (1). 

По числу решений выделяют следующие СЛАУ: 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
Опр. 4. Две СЛАУ называются равносильными, если они 

имеют одно и то же множество решений. 

СЛАУ 

совместная 
(есть хотя бы од-
но решение) 

несовместная 
(нет ни одного ре-
шения) 

определённая 
(ровно одно ре-
шение) 

неопределённая 
(бесконечно много 
решений)  

Элементарные преобразования СЛАУ аналогичны элемен-
тарным преобразованиям матриц (см. § 4).  

Теорема 1. Элементарные преобразования переводят дан-
ную СЛАУ в равносильную ей СЛАУ. 

Рассматривая любую СЛАУ, необходимо в первую очередь 
решить вопрос о её совместности. Исследование на совмест-
ность проводится с помощью следующей теоремы. 

Теорема 2 (Кронекера - Капелли). Для того чтобы СЛАУ 
(1) была совместной, н. и д., чтобы ( ) ( )ArAr =  (ранг основной 
матрицы системы (1) был равен рангу расширенной матрицы 
системы (1)). Если ( ) ( ) nArAr ==  (n – число неизвестных), то 



 24

система (1) имеет единственное решение. Если 
( ) ( ) nArAr <= , то система (1) имеет бесконечно много реше-
ний. 

§ 6. Методы решения СЛАУ 
6.1. Метод Гаусса 

Метод Гаусса – метод последовательного исключения не-
известных из уравнений системы (1) из § 5 путём элементарных 
преобразований. 

Все преобразования проводятся с расширенной матрицей. 
Пусть в этой матрице 011 ≠a  (за счет перестановки строк этого 
можно всегда добиться). Тогда умножением первой строки по-

следовательно на 
11

1

11

21 ,...,
a
a

a
a m−−  и сложением соответственно со 

2-й, …, -й строками получаем матрицу: m

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′

′′

′′

nmnm

n

n

b

b
b

aa

aa
aaa

A
...

...0
............

...0

...

~ 2

1

2

222

11211

. 

Далее добиваемся, чтобы 022 ≠′a , и обнуляем аналогично 
все элементы под ним. Процесс продолжаем, пока не получим 
матрицу ступенчатого вида: 

,
...

...0...00
.....................

......0

......

~ 2

1

221,222

111,11211

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′′

′

′′′′

′′′′ −

−

rrnrr

nrr

nrr

b

b
b

aa

aaaa
aaaaa

A  

причём ( )Ar  равен числу ненулевых строк в м. A . 
Возможны три случая. 

1. Получилась строка ( )kb ′′0...00 , 0≠′′kb , ей соответ-

ствует уравнение kb ′′=0  – система (1) несовместна 
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( ( ) ( )ArAr ≠ ). 
2. Если nr = , решение системы единственно. Последней 

ненулевой строке соответствует уравнение nnnn bxa ′′=′′ , из кото-
рого находим неизвестное , а далее последовательно 

. 
nx

121 ,...,, xxx nn −−

3. Число ненулевых строк r  меньше числа неизвестных 
, тогда система (1) имеет бесконечное множество реше-

ний. Последней ненулевой строке соответствует уравнение: 
)( nr <

rnrnrrr bxaxa ′′=′′++′′ ... , 
из которого выражаем неизвестное  через rx rn −  так называе-
мых свободных неизвестных: . Из уравнений, соответ-
ствующих другим строкам, последовательно находим  
также через свободные неизвестные (  называют базис-
ными неизвестными). 

nr xx ,...,1+

11,..., −rxx

11,..., −rxx

Пример 1 (случай 1).  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

,23
,12

,1

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 ?,, 321 =xxx  

 

◄ ~
1
0
1

200
100
111

~
2
1
1

311
211
111

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=A ⎟

⎟
⎞

13

12

CC
CC

−
−

 

 
23 2CC −  

~
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
0
1

000
100
111

.  

Последней строке соответствует уравнение  

(в последнем преобразовании избавляемся 
от пропорциональных строк в основной 
матрице рассматриваемой системы)  

1000 321 =⋅+⋅+⋅ xxx , 
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которое не имеет решений. Сл–но, исходная система несовмест-
на ( ( ) ( ) ,3,2 == ArAr ( ) ( )ArAr ≠ ).► 

Пример 2 (случай 2). 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
−=+−

=−+

,1564
,4243
,15322

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 ?,, 321 =xxx  

◄ 

~
1
4

2
15

564
243
2
311

~
1
4

15

564
243
322

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=A  

~

31
14
53
2

15

1120
14
1310
2
311

~

31
2
53
2

15

1120
2

1370
2
311

~

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−

 

21 :C  

12 3СС −  

13 4СС −  

( )72 −:C  
23 2СС −  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

3
14
53
2

15

100
14
1310
2
311

~

7
270
14
53
2

15

7
9000
14
1310
2
311

~ . 
7
90

3 :С  

Т.о., ( ) ( ) 3== ArAr , сл–но, решение у системы единствен-
ное. 

Из последней строки следует, что 33 −=x . Второй строке 

расширенной матрицы A  соответствует уравнение 

14
53

14
1310 321 =⋅−⋅+⋅ xxx . Учитывая, что 33 −=x , получаем 
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12 =x . Восстановим по первой строке м. A  первое уравнение 

системы: 
2

15
2
311 321 =⋅−⋅+⋅ xxx . Так как 12 =x , 33 −=x , то 

.  21 =x
Окончательно, 21 =x , 12 =x , 33 −=x . ► 
Пример 3 (случай 3). 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−
=−+

,443
,352

,1

31

321

321

xx
xxx

xxx
 ?,, 321 =xxx  

 

◄ ~
1
1
1

730
730
111

~
4
3
1

403
512
111

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

⎝ −
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=A 13

12

3
2
СС
СС

−
−

 
 

32 СС =  

 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

3
1

1

3
710
111

~
1
1

730
111

~ .  

( )3:2 −С  

Т.о., ( ) ( ) 32 <== ArAr , сл–но, система имеет бесконечно 
много решений. 

Второй строке соответствует уравнение 

,
3
1

3
710 321 −=⋅−⋅+⋅ xxx  из которого находим 

3
1

3
7

32 −⋅= xx . 

Подставляем  в первое уравнение системы:  2x

1
3
1

3
7

331 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+ xxx  и находим 

3
4

3
4

31 +⋅−= xx , где  – 

свободное неизвестное. Решение можно записать в виде: 

3x

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+− ttt ;

3
1

3
7;

3
4

3
4

, R∈t  (случай ( ) ( ) 32 <== ArAr ). ► 

6.2. Матричный метод 
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Если в системе (1) из § 5 nm =  (число строк равно числу 
неизвестных), то СЛАУ является квадратной.  

Предположим, что 0≠A , тогда м.  имеет обратную      

м.  и решение СЛАУ 

A
1−A BXA =⋅  определяется по формуле: 

BAX ⋅= −1 .    (2) 

Пример 4. Решить квадратную СЛАУ матричным методом: 

,
.132

2323
,102

32

321

21

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++
=+

xx
xxx

xx
 

◄ , , . В § 3 в примере 1 

для м.  была найдена : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

210
123
021

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

13
23
10

B
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X

A 1−A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⋅−=−

413
126

243

9
11A . 

Для дальнейших вычислений ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

9
1

 удобнее оставить как 

множитель. 
Ищем решение по формуле (2): 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⋅−=⋅= −

13
23
10

413
126

243

9
11 BAX  

,
5
3
4

45
27
36

9
1

13423103
13232106
132234103

9
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

⋅−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−−⋅
−⋅+⋅−
⋅+⋅−⋅

⋅−=  

сл–но, .5,3,4 321 === xxx ► 

6.3. Формулы Крамера 
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Считаем, что в системе (1) из § 5 nm =  и 0≠A . Форму-
лы Крамера записывают в виде: 

A
A

x i
i = , ni ,1= , 

где A  – определитель основной м.  системы (1) из § 5, A iA  – 
определитель, полученный из определителя м. A  путём замены 
в нём i -го столбца столбцом свободных членов. 

Пример 5. Решить квадратную СЛАУ из примера 4 по 
формулам Крамера. 

◄ ,36
2113
1223
0210

,09
210
123
021

1 −==≠−== AA  

,45
1310
2323
1021

,27
2130
1233
0101

32 −==−== AA  

,3
9
27,4

9
36 2

2
1

1 =
−
−

===
−
−

==
A
A

x
A
A

x  

.5
9
453

3 =
−
−

==
A
A

x ► 

 
 
 

§ 7. Однородные системы.  
Фундаментальная система решений (ФСР) 

Если в столбце свободных членов СЛАУ (1) из § 5 все 
, 0=ib ni ,1= , то система называется однородной: 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

.0
.

,0
,0

2211

2222121

11212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

K

KKKKKKKKKKK

K

K

 

Очевидно, что однородные СЛАУ всегда совместны: 
0,,0,0 21 === nxxx K  – нулевое (тривиальное) решение. 

Если у однородной системы ( ) ( ) nArAr == , то она имеет 
только нулевое решение. 

Если у однородной системы ( ) ( ) nArAr <= , то она имеет 
еще и ненулевые решения. 

Если м.  однородной системы – квадратная, то однород-
ная система имеет ненулевые решения т. и т.т., когда 

A
0=A . 

Пусть однородная СЛАУ имеет nk <  ненулевых линейно 
независимых решений (ни одно из них нельзя выразить линейно 
через остальные) . Эти решения образуют фунда-
ментальную систему решений, если любое решение 

kXXX ,,, 21 K

X  системы 
можно представить в виде:  

kk XcXcXcX +++= K2211 , 

или . 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅++

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

k
n

k

k

k

nnn x

x
x

c

x

x
x

c

x

x
x

c

x

x
x

K
K

KKK
2

1

2

2
2

2
1

2

1

1
2

1
1

1
2

1

Число решений  в ФСР равно числу свободных неизвест-
ных и определяется по формуле 

k
( )Arnk −= , где  – число не-

известных системы, а 
n

( )Ar  – ранг основной матрицы системы. 



 31

Пример. Выяснить, имеет ли однородная СЛАУ ненулевые 
решения. Если да, то найти их, выписав ФСР: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−+
=+−−
=+−−

.022
,0322

,03

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

◄ Приведём к ступенчатому виду расширенную матрицу 
системы: 

~
0
0
0

2121
3212
1131

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

=A  
13

12 2
CC

CC
−
−

 

~
0
0
0

1050
1050
1131

~
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
0
0

5
1010
1131

~
0
0

1050
1131

~ . 

32 CC =  

52 :C

Получили, что ( ) ( ) 42 <== ArAr  (у нас неизвестных 
). Следовательно, система имеет ненулевые решения. Вы-

разим  и  через  и : из уравнения, соответствующего 

2–й строке последней матрицы, находим 

4=n
1x 2x 3x 4x

42 5
1 xx −= , из первого 

находим : 1x 0113 4321 =⋅+⋅−− xxxx ,  

0
5
13 4341 =+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅− xxxx , 431 5

8 xxx −= . 

Неизвестные  и  – свободные, их можно задавать про-
извольно. Обозначим 

3x 4x
,, 2413 cxcx ==  где R∈21, cc . Выпишем 

решение X  системы в матричном виде: 



 32

.
1
0
5
1

5
8

0
1
0
1

0
0

5
10

5
8

2211

21

21

21

21

21

4

3

2

1

XcXc

cc

cc
cc

cc

cc

x
x
x
x

X

⋅+⋅=

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

⋅+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⋅
⋅+

−⋅

−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
 

Решения  и 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0
1
0
1

1X

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

1
0
5
1
5
8

2X  образуют ФСР.► 

Замечание. ФСР можно получить и другим способом, если 
в общем решении константам  и  последовательно присво-
ить значения 

1c 2c
0,1 21 == cc  и 1,0 21 == cc . 

В нашем примере общее решение имеет вид: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −− 21221 ,,

5
1,

5
8 ccccc , R∈21, cc . 

Если 0,1 21 == cc , то получаем , в случае 

 находим 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0
1
0
1

1X

1,0 21 == cc

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

1
0
5
1
5
8

2X . 
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ГЛАВА 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

Необходимость применения векторного исчисления при из-
ложении технических дисциплин вызвана не столько удобством 
и наглядностью математических формулировок законов, сколь-
ко объективными свойствами изучаемых явлений. 

Направленные величины используются при описании ши-
рокого круга явлений, относящихся к теоретической механике, 
механике жидкости и газа, теории электромагнетизма.  

§ 1. Векторы и линейные операции над ними 
Величины, для определения которых достаточно задать од-

но число, называются скалярными (температура, масса, плот-
ность). Но есть величины (перемещение, скорость, сила, напря-
женность электрического поля и т.д.), которые характеризуются 
направлением, помимо численного значения. Такие величины 
называются векторными. 

Опр. 1. Вектором называется направленный отрезок пря-
мой, характеризующийся длиной и направлением. 

На чертеже вектор обозначается 
стрелкой; над буквенным обозначением 
вектора также ставится стрелка ΑΒ , 

о а ar . Т чк Α  – чало aна
r

, точка Β  – 
нец ar . ко
Опр. 2. Длиной (модулем) вектора ΑΒ  называется рас-

стояние между началом и концом вектора. Обозначение длины 
вектора ΑΒ  или ar . 

Если ΒΑ =  (начало вектора совпадает с концом), то он на-
зывается нулевым и обозначается 0

r
. По опр. 2 получим 00 =

r
. 

Вектор e , у которого 
r 1=er , назовем единичным. 

Опр. 3. Коллинеарными называют векторы, расположенные 
на параллельных (в частности, на одной) прямых, а компланар-
ными – векторы, расположенные в параллельных (в частности, в 
одной) плоскостях. 
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ba
rr ||  – обозначение коллинеарных векторов. Нулевой век-

тор коллинеарен любому вектору: ar
r

||0 . 
Опр. 4. Равными считаются векторы, которые: 
1) коллинеарны; 
2) одинаково направлены (сонаправлены – ↑↑ ); 
3) имеют одинаковую длину. 
Отсюда следует, что вектор можно переносить параллельно 

самому себе, перемещая начало Α  в любую другую точку на 
плоскости или в пространстве. Такие векторы называются сво-
бодными. 

В дальнейшем будем рассматривать только свободные век-
торы. 

Линейные операции над векторами представлены в табл. 1, 
а свойства этих операций в табл. 2. 

Таблица 1 
Линейные операции над векторами 

 
Линейные операции Геометрическая 

интерпретация 

Сумма a b
rr

+  

 
Правило треугольника 

 
Правило параллелограмма 
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Окончание табл. 1 

ar⋅Умножение на число α : 
1. 0aa , >α↑↑⋅α

rr
 

0, <α↑↓⋅α aa rr
 

2. aar ⋅=⋅ αα r
 

1>α                      10 <<α  
(растягивание)       (сжатие) 

 
1−<α                  01 <<− α  

 

Разность ( )baba
r rr

−+=−  

 

r

Таблица 2 
Свойства линейных операций 

Свойства операции сложе-
ния векторов 

Свойства операции умно-
жения вектора на число 

abba rrrr
+=+  

(коммутативность) 

( ) ( )cbacba rrrrrr
++=++  

(ассоциативность) 
Для любого вектора ar  суще-
ствует вектор ( )ar−  (противо-
положный) такой, что  

( ) 0
rrr

=−+ aa . 
Для любого вектора ar  выпол-
няется 

aa rrr
=+ 0  

( ) baba
rrrr ααα +=+⋅  

(дистрибутивность числового 
сомножителя относительно 
суммы векторов) 

( ) aaa rrr βαβα +=+  

(дистрибутивность векторно-
го сомножителя относительно 
суммы чисел) 

( ) ( )aa vv αββα =  

(ассоциативность числовых 
сомножителей) 
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§ 2. Линейная зависимость векторов. Базис 
С учетом операций сложения векторов и умножения векто-

ра на число вводится понятие линейной комбинации векторов 
naaa rrr ,...,, 21 : 

nnaaab rrrr
α++α+α= ...2211 , 

где  – произвольные действительные числа. nααα ,...,, 21

Рассмотрим понятие линейной зависимости векторов на 
плоскости и в пространстве. 

Опр. 1. Система векторов naaa rrr ,...,, 21  называется линейно 
зависимой (л.з), если существуют действительные числа 

nααα ,...,, 21  такие, что хотя бы одно из них отлично от нуля, и 
выполняется равенство векторов:  

0...2211

rrrr
=α++α+α nnaaa .   (1) 

Если равенство (1) выполняется только, когда 
0...21 ==== nααα , то система векторов naaa rrr ,...,, 21  называ-

ется линейно независимой (л.н.з). 
Для ненулевых векторов ba

rr,  и  справедливы следующие 
утверждения. 

cr

Теорема 1. ba
rr ||  т. и т.т., когда  и bar

r
 л.з. 

Следствие. Два неколлинеарных вектора л.н.з. 
Теорема 2. cba rrr ,,  компланарны. т. и т.т., когда cba rrr ,,  л.з. 
Следствие. Три некомпланарных вектора л.н.з. 
Опр. 2. Базисом на плоскости (пространство 2R ) назовем 

любые два неколлинеарных вектора этой плоскости, взятые в 
определенном порядке. 

Опр. 3. Базисом в пространстве (пространство 3R ) назо-
вем любые три некомпланарных вектора, взятые в определен-
ном порядке. 

Теорема 3. Каждый вектор может быть разложен по ба-
зису на плоскости или в пространстве. Это разложение един-
ственно. 
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Опр. 4. Коэффициенты разложения вектора по базису назы-
ваются координатами вектора в данном базисе. 

При сложении двух векторов, заданных в одном базисе, их 
соответственные координаты складываются. 

При умножении вектора на число все его координаты ум-
ножаются на это число. 

§ 3. Проекция вектора на ось и её свойства 
Под осью  будем понимать направленную прямую. l
Опр. 1. Проекцией точки A  на ось 

 называется основание перпендикуляра 
, опущенного из точки  на . Обо-

значение 

l
AA ′ A l

AAпр ′=l . 

Опр. 2. Составляющей вектора AB  
по оси  называется вектор l BA ′′ , где 

, AпрA l=′ BпрB l=′ . 

Опр. 3. Проекцией вектора AB  на ось  называется число l

BAABпр ′′±=l . 

Знак (+) берётся, если l↑↑′′BA , знак (–), если l↑↓′′BA . 
Свойства проекций: 

1) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∧

l,cos ABABABпрl ; 

2) проекция суммы векторов на ось  равна сумме проек-
ций векторов на l  

l

( )( )bпрaпрbaпр rr rr
lll +=+ ; 

constABпрABпр =α⋅α=⋅α ,)( ll3) . 

§ 4. Декартова прямоугольная система координат (ДПСК) 

Опр. 1. Углом между ненулевыми векторами ar  и b
r

 (обо-

значается ) называется наименьший угол, на который ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=ϕ

∧

ba
rr,
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надо повернуть вектор ar  до совмещения с вектором b
r

 (направ-
ления должны совпасть). 

Очевидно, что  (01800 ≤≤ϕ π≤ϕ≤0 ). 

 
Если угол между векторами прямой, то они называются 

ортогональными (перпендикулярными) и обозначаются ba
rr

⊥ . 
Пусть в качестве базиса в пространстве выбраны три вза-

имноперпендикулярных вектора с длинами, равными единице. 
Обозначение:  

kjkijikjikji
rrrrrrrrrrrr

⊥⊥⊥=== ,,,1,,, . 

Такой базис называется ортонормированным. Векторы 
kji
rrr

,,  называются базис-
ными ортами. 

Зафиксируем точку 
 – начало координат и 

отложим от нее векторы 
O

kji
rrr

,, . Полученная сис-
тема координат называет-
ся ПДСК.  

Координаты любого 
вектора в этом базисе называются декартовыми координатами 
вектора: 

kzjyixOAa
rrrr
⋅+⋅+⋅== , ( )zyxa ,,=

r
, 

x  – абсцисса,  – ордината, y z  – аппликата. 
Обычно рассматривается правая система координат (пра-

вая тройка векторов kji
rrr

,, ), то есть такая, что из конца вектора 

 (последний в тройке) кратчайший  поворот от k
r

i
r

 к j
r

 виден 
совершающимся против хода часовой стрелки. 
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В противном случае 
система векторов левая. 

Декартовы прямо-

угольные координаты 

zyx ,,  вектора ar  равны 

проекциям этого вектора 

на оси  соот-

ветственно: 

OZOYOX ,,

,cos,cos,cos γ⋅==β⋅==α⋅== aaпрzaaпрyaaпрx OZOYOX
rrrrrr

где γβα ,,  – углы, которые составляет вектор ar  с координат-
ными осями  соответственно, при этом 

 называются направляющими косинусами век-
тора . 

OZOYOX ,,
γβα cos,cos,cos

ar

Вектор  

( ) 0,cos,cos,cos,,0 ≠γβα=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== a

a
z

a
y

a
x

a
aa r

rrrr

r
r

  

представляет собой вектор единичной длины или орт данного 
направления. 

Для направляющих косинусов справедливо соотношение  
1coscoscos 222 =++ γβα . 

Если началом вектора ar  является точка ( )111 ,, zyxA = , а 

концом – точка ( )222 ,, zyxB = , то вектор ABa =
r

 имеет коор-
динаты ( )121212 ,, zzyyxxa −−−=

r
 и 

( ) ( ) ( )212
2

12
2

12 zzyyxxa −+−+−=
r

. 

Координаты точки ( )yxM , , делящей вектор AB  в соот-

ношении ( 1)−≠λλ , то есть MBAM ⋅λ= , находятся по фор-
мулам: 
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λ
λ

λ
λ

+
⋅+

=
⋅

+
+

=
1

A xxx
1

, BAB yyy , 

в частности, при 1=λ  ( ,MBAM =  M  – середина )AB  

2
,

2
BABA yyyxxх +

=
+

= . 

Если ( ) ( )zyxzyx bbbbaaaa ,,,,, ==
rr

, то: 

1) ( )zzyyxx babababa ±±±=± ,,
rr

; 

2) ( )zyx aaaa ααα=⋅α ,,r
; 

3) 222
zyx aaaa ++=

r
; 

4) ba
vr

=  т. и т.т., когда zzyyxx bababa === ,, ; 

5) ba
rr ||  т. и т.т., когда λ===⇔⋅λ=

z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
aba

rr
, то 

есть координаты векторов ar  и b
r

 пропорциональны. 
§ 5. Скалярное, векторное и смешанное  

произведение векторов 
Над векторами вводятся операции скалярного, векторного и 

смешанного произведения. Обобщенные данные по этим опера-
циям представлены в табл. 3. 

Таблица 3 
Скалярное, векторное и смешанное произведение векторов 
Скалярное  

произведение 
Векторное  

произведение 
Смешанное  
произведение 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

),cos(
∧

⋅⋅ baba
rrrr

(результатом яв-
ляется скаляр-
число!) 

Это вектор cr  такой, что: 

1) bcac
rr r r

⊥⊥ , ; 

2) ),sin(
∧

⋅⋅= babac
rrrrr

; 

3) векторы cba rr ,, образуют 
правую тройку векторов 

Это скалярное про-
изведение векторно-
го произведения век-
торов ar  и b

v
 и век-

тора cr  (результат –
число!) 
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Продолжение табл. 3 

ОБОЗНАЧЕНИЕ 

ba
rr
⋅  или ( )ba

rr,  ba
rr

×  или [ ]ba
rr,  cba rr

 или [ ] cba rrr
⋅,  

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 

aпрb

bпрaba

b

a

rr

rrrr

r

r

=

==⋅
 

ϕ⋅⋅=

=×=−

sinba

baS мапарал

rr

rr

мапаралтреуг SS −=
2
1

.  

(параллелограмм построен на 
векторах ar  и b

r
) 

 

cbaV дапарал

rr r
=−

дапарал

пирамиды

V

V

−=

=

6
1  

ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 
Вычисление рабо-

ты A  силы F  
при перемещении 
материальной 
точки из точки B  
в точку . C

BCFA ⋅=  

1. Вычисление момента M
v

силы F
v

, приложенной к точке 
, относительно точки . A O

FrM
rrr

×=0 , где OAr =
r

 

 
2. Вычисление скорости vr

точки M  твердого тела, вра-
щающегося вокруг неподвиж-
ной оси  с угловым уско-
рением 

OZ
ω
r

.  

rv rrr
×ω= , где OMr =

r
, ω
r

направлен вдоль оси .  OZ
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Продолжение табл. 3 

РАСЧЕТ В КООРДИНАТНОЙ ФОРМЕ (ПДСК) 
( ) ( ) ( )333222111 ,,,,,,,, zyxczyxbzyxa ===

rrr
 

2121

21

zzyy
xxba
⋅+⋅+
+⋅=⋅

rr

( )
( )
( ) kyxyx

jzxzx
izyzy

zyx
zyx
kji

ba

r

r

r

rrr

rr

⋅−+

+⋅−−

−⋅−=

==×

1221

1221

1221

222

111

 

(определитель разложен по 
элементам первой строки) 

333

222

111

zyx
zyx
zyx

cba =
rrr

 

СВОЙСТВА 
1. Переместитель–
ный закон  

abba rrrr
⋅=⋅  

2. Сочетательный 
закон 
( ) ( )baba

rrrr
⋅λ=⋅λ

3. Распредели–
тельный закон 

( )
caba

cba
rrrr

rrr

⋅+⋅=

=+⋅
 

4. 
22 aa rr

=  
(скалярный квад-
рат вектора равен 
квадрату его дли-
ны) 

1. Антипереместительный за-
кон 
[ ] [ ]abba rrrr ,, −=  
2. Сочетательны  закон й
[ ] [ ] [ ]bababa

rrrrrr ,,, λ=λ=λ  
3. Распределительный закон 
[ ] [ ] [ ]cabacba rrrrrrr ,,, +=+  

4. [ ] 0,
rrr

=aa  

1. [ ] [ ]cbacba
r rr r r r,, ⋅=⋅

2. При перестановке 
в смешанном произ-
ведении двух векто-
ров его знак меняет-
ся на противополож-
ный: 

abcbca

cabcba
rrrrrr

rrrrrr

−=−=

=−=
 

3. Смешанное произ-
ведение не меняется  
при круговой пере-
становке векторов: 

bacacbcba
rrrrrrrrr

==  

ФАКТЫ, ПОЛЕЗНЫЕ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ 
1. Вычисление 
угла между век-
торами: 

1. Н. и д. условием коллинеар-
ности ненулевых векторов ar и 

1. Н. и д. условием 
компланарности трех 
ненулевых векторов 
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Окончание табл. 3 

( )
ba
baba rr

rrrr

⋅
⋅

=,cos

2. Вычисление 
проекции одного 
вектора на дру-
гой: 

a
babпрa r

rrr
r

⋅
=  

3.  ⇔⊥ ba
rr

0=⋅⇔ ba
rr

 
4. Направляющие 
косинусы вектора 

 (в 
ПДСК): 

( )zyxa ,,=
r

( ) ,,cos

cos

a
xia r

rr
==

=α

( ) ,,cos

cos

a
yja r

rr
==

=β

( ) ,,cos

cos

a
zka r

rr
==

=γ

где  

222 zyx

a

++=

=
r

b
r

 является равенство нулево-
му вектору их в кторного про-
изведения:

е
[ ] 0,

rrr
=ba . 

2. Если cr  ортогонален двум 

векторам ar  и b
r

 

( )bcac
rr r r

⊥⊥ ,
 

, то этот вектор 
коллинеарен их векторному
произведению, т.е. [ ]bac

rrr ,|| . 

 

cba rrr ,,  является ра-
венство нулю их 
смешанного произ-
ведения: 

0=cba rrr
. 

2. Если 0>cba rrr
, то 

тройка векторов 
cba rrr ,,  – правая, 

если 0<cba rrr
, то – 

левая 
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ГЛАВА 3. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

§ 1. Линейное пространство. Преобразование координат  
вектора при переходе к новому базису 

Опр. 1. Упорядоченная система  действительных чисел n
),...,,( 21 nααα  называется -мерным вектором n ar , а числа 

nααα ,...,, 21  – его координатами.  
Обозначение ),...,,( 21 na ααα=

r
. 

Опр. 2. Суммой  векторов   ),...,,( 21 na ααα=
r

   и 

 называется вектор  ),...,,( 21 nb βββ=
r

),...,,( 2211 nnba βαβαβα +++=+
rr

. 
Опр. 3. Произведением вектора ),...,,( 21 na ααα=

r
 и числа 

λ  называется вектор ),...,,( 21 na λαλαλαλ =
r

. 
Следствием суммы векторов и произведением вектора и 

числа является разность векторов: 
),...,,()1( 2211 nnbaba βαβαβα −−−=−+=−

rrrr
. 

Линейные операции над -мерными векторами обладают 
теми же свойствами, что и линейные операции над векторами на 
плоскости и в пространстве. 

n

Опр. 4. Множество всех -мерных векторов n
),...,,( 21 na ααα=

r
, nii ,1, =∈α R , для которых определены 

операции сложения и умножения на число, называется арифме-
тическим -мерным векторным пространством n nR . 

В частности, 2R  – множество векторов на плоскости, 3R  – 
множество векторов в пространстве. Для пространства nR  со-
храняются определения линейной комбинации и линейной зави-
симости векторов naaa rr r,...,2,1 . 

Теорема 1. В пространстве nR  существует  л. нз. век-
торов (это векторы 

n
),...,0,...,0,1,0(),0,...,0,1( 21 == ee rr

 

 ).1,...,0,0(=ner



  45

Теорема 2. Любые 1+n  векторов в nR  л. з. 
Из теорем 1, 2 следует, что в nR  максимальное число л. нз. 

векторов равно n . 
Опр. 5. Базисом в nR  называется любая система  л. нз. 

векторов, число  называется размерностью пространства 
n

n
nR . 
Как и в случае 2R  и 3R , всякий вектор nRa∈r  можно 

единственным образом представить как линейную комбинацию 
базисных векторов nnn eaeaeaeee rrrrrrr

++= 221121 :,...,, α , причем 

nααα ,...,, 21  называются координатами вектора ar  в этом бази-
се. 

Пусть  – координаты вектора ),...,,( 21 nxxx nRx∈r  в базисе 

neee rrr ,...,, 21 ,  и пусть векторы neee rrr ′′′ ,...,, 21  также образуют ба-

зис. Если заданы координаты векторов neee rrr ′′′ ,...,, 21  в старом ба-

зисе neree rr ,...,, 21 , то есть  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′

nn

n

n

n

nn e

e
e

e

e

e
e

e

e

e
e

e
...

...,,
...

,
...

2

1

2

22

12

2

1

21

11

1
rrr

, 

и если требуется найти координаты вектора xr  в этом базисе, то 
следует: 

1) составить матрицу перехода от первого базиса ко второ-
му 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

eee

eee
eee

T

...
............

...

...

21

22221

11211

, 

столбцами которой являются координаты векторов нового бази-
са в старом базисе; 
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2) найти координаты ),...,,( 21 nxxx ′′′  вектора xr  в новом ба-
зисе из матричного уравнения XTX ′⋅= , решение которого 
при невырожденной матрице T  )0( ≠E  имеет вид:  

XTX ⋅=′ −1 , где  .
...

,
...

2

1

2

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

=′

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nn x

x
x

X

x

x
x

X

Тогда в новом базисе neee ′′′ rrr ,...,, 21  вектор xr  будет иметь 

координаты ),...,,( 21 nxxx ′′′ , и его можно записать в виде матри-
цы-столбца 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

=

nx

x
x

x
...

2

1

r
. 

Пример 1. А. Убедиться в том, что система векторов 

 образует базис в 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=′ ,

3
0
2

,
1
2
1

321 eee rrr

1
1
1

3R . 

Б. В базисе 321 ,, eee rrr
 задан вектор . Найти коор-

динаты этого вектора в базисе 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1
3
2

xr

321 ,, eee ′′′ rrr
. 

◄ А. Убедимся, что система векторов 321 ,, eee ′′′ rrr
 л. нз. Для 

этого составим векторное равенство 
0...2211

rrrr
=′++′+′ nneee ααα .    (1) 

Приравнивая координаты векторов левой и правой частей 
равенства (1), получаем однородную СЛАУ: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−⋅+⋅+−⋅
=⋅+⋅+⋅

=−⋅+−⋅+⋅

.0)1(3)1(
,0102

,0)1()2(1

321

321

321

ααα
ααα
ααα

  (2) 

Найдем определитель основной м.  системы (2)  A

011
131

102
121

≠−=
−−

−−
=A , сл–но, однородная СЛАУ (2) 

имеет только нулевое решение 0,0,0 321 =α=α=α , и равен-
ство (1) выполняется только, когда все 321 ,, ααα  одновременно 
равны нулю. Сл–но, по определению, система векторов 

321 ,, eee ′′′ rrr
– л. нз. и образует базис в 3R . 

Б. Составим матрицу перехода от базиса 321 ,, eee rrr
 к базису 

321 ,, eee ′′′ rrr
: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−
=

131
102
121

T . 

Обратная ей матрица 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−−

⋅−=−

416
321
253

11
11T . 

Тогда вектор xr  в базисе 321 ,, eee ′′′ rrr
 имеет вид:  

.
1
1
1

11
11
11

11
1

1
3

2

416
321
253

11
11

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

⋅−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−−

⋅−==′ − XTX  

Это значит 1,1,1 321 =′=′=′ xxx  и 

321321 111 eeeeeexr r r r rrr′ ′ ′ ′ ′+′= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + .► 
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Опр. 6. Линейным (векторным) пространством  называ-
ется множество 

L
X , состоящее из элементов любой природы, с 

введенными на нем операциями сложения и умножения на дей-
ствительное число, для которых выполняются три условия:  

1)  сумма Xyx ∈∀ , Xyx ∈+ )( ; 
2)  и Xx∈∀ R∈α∀  (α  – вещественное число) произве-

дение ; Xx∈⋅α
3) указанные операции сложения и умножения на число 

подчинены следующим аксиомам: 
а)  Xyx ∈∀ , xyyx +=+ ; 
б) Xzyx ∈∀ ,,  )()( zyxzyx ++=++ ; 
в) ∃  нулевой элемент X∈Θ  такой, что Xx∈∀  

xx =+Θ ; 
г)  Xx∈∀ Xx ∈−∃ )(  (противоположный) такой, что 

Θ=−+ )( xx ; 
д)  Xx∈∀ xx =⋅1 ; 
е) и Xx∈∀ R∈βα∀ ,  выполняется xx )()( αββα = ; 
ж) и Xx∈∀ R∈βα∀ ,  выполняется xxx βαβα +=+ )( ; 
з) и Xyx ∈∀ , R∈α∀  выполняется yxyx ααα +=+ )( . 
Элементы л. пр. называются векторами. 
Частными случаями л. пр. являются множество веществен-

ных чисел R ; арифметическое векторное пространство nR ; 
множество многочленов . n

nnn
n axaxaxaxP ++++= −− ...)( 2

2
1

10

§ 2. Евклидово пространство 
Опр. 1. Л. пр. называется евклидовым, если любым двум его 

элементам x  и y  ставится в соответствие вещественное число, 
которое обозначается  и называется скалярным произведе-
нием, подчиненное следующим аксиомам: 

),( yx

1) ; ),(),( xyyx =
2) ),(),(),( zyzxyzx +=+ , где  – элемент л. пр.; z
3) ),,(),( yxyx λλ =  где R∈λ ; 
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4) , при этом 0),( ≥xx 0),( =xx , если x  – нулевой эле-
мент. 
Примером ев. пр. является -мерное векторное простран-

ство 
n

nR , в котором скалярное произведение двух векторов 
),...,,( 21 nxxxx =r  и ),...,,( 21 nyyyy =r  определяется соотноше-

нием 

∑
=

+++==
n

i
nnii yxyxyxyxyx

1
2211 ...),( rr

. 

Для скалярного произведения элементов x  и y  любого   
ев. пр. выполняется неравенство  

),)(,(),( 2 yyxxyx ≤ , 
которое называется неравенством Коши-Буняковского. 

В частности, для ев. пр. nR  неравенство Коши-
Буняковского примет вид: 

)....()...(

)...(
22

2
2

1
22

2
2

1

2
2211

nn

nn

yyyxxx

yxyxyx

+++⋅+++≤

≤+++
 

Опр. 2. Нормой элемента x  в л. пр. называется веществен-
ное число x , которое ставится в соответствие этому элементу 
и подчинено следующим аксиомам: 

1) 0≥x , 0=x , если x  – нулевой элемент; 

2) xx ⋅=⋅ λλ , где R∈λ ; 

3) yxyx +≤+  (неравенство Минковского), где  – 
элемент л. пр. 

y

Если л.пр. является ев. пр., то ),( xxx = . В nR  норма 

вектора ),...,,( 21 nxxxx =r  определяется соотношением 
22

2
2

1 ...),( nxxxxxx +++== . 
Опр. 3. Два элемента x  и  ев. пр. называются ортого-

нальными, если 
y

0),( =yx  (их скалярное произведение равно 
нулю).  
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Например, векторы  и  ортогональны, так 

как 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

i
r

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

j
r

01001),( =⋅+⋅=ji
rr

. 
Опр. 4. Если норма элемента x  ев. пр. равна единице 

( 1=x ), то x  называется нормированным. 

Опр. 5. Базис векторов neee rrr ,...,, 21  -мерного векторного 

ев. пр. 

n
nR  называется ортонормированным, если  

⎩
⎨
⎧

==

≠
=

,,1,;,1

,0
),(

njiji

ji
ee ji
rr

 

то есть векторы neeer rr ,...,, 21  попарно ортогональны. 

Если в ев. пр. задан базис neee rrr ,...,, 21 , который не являет-
ся ортогональным, то можно построить ортогональный базис 

neee ′′′ rrr ,...,, 21  по следующим формулам (процесс ортогонализа-
ции Шмидта): 

;11 ee rr
=′   ,

1

1
∑
−

=

′−=′
k

i
iikk ecee vrr nk ,...,3,2= , 

),(
),(

ii

ik
i ee

eec
′′
′

= rr

rr

. 

Пример будет рассмотрен в конце этой главы. 
§ 3. Линейные операторы (преобразования).  

Матрица линейного оператора 

Пусть nRL = . 
Опр. 1. Линейным оператором A~  л. пр.  называется за-

кон, по которому каждому вектору  ставится в соответст-
вие вектор 

L
Lx∈r

xAxLx rrr ~: =′∈′ , причем Lyx ∈∀
rr,  справедливо: 

1) yAxAyxA rrrr ~~)(~
+=+ ; 

2) ),(~)(~ xAxA rr
⋅λ=⋅λ R∈λ ; 

где  и xAr~ yAr~
 называются образами векторов xr  и yr . 
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Опр. 2. Матрицей л. о. A~  в пространстве nR  с базисом 

neee rrr ,...,, 21  называется матрица  

,

...
............

...

...

21

22221

12111

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A    (3) 

столбцы которой являются координатами образов базисных век-
торов njeaeaeaeA nnjjjj ,1,...~

2211 =+++=
rrrr

. 

Равенство xAx rr ~
=′  записывается в nR  в матричной форме  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

nnnnn

n

n

n x

x
x

aaa

aaa
aaa

x

x
x

...
...

............
...
...

...
2

1

21

22221

12111

2

1

.  (4) 

В разных базисах л. о. задается различными матрицами. 
Пусть  – матрица л. о. A A~  в базисе neee rrr ,...,, 21 , A′  – в базисе 

neee rrr ′′′ ,...,, 21 . Если nnijT ×= )(τ  – матрица перехода от первого ба-
зиса ко второму, то 

ATTA 1−=′ .    (5) 

Пример. Задана матрица  л. о. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

13
12

A A~  в базисе 

21,ee rr
. Найти матрицу A′  этого оператора в базисе 21,ee rr ′′ , 

если 
⎩
⎨
⎧

+−=′
+=′

.2
,2

212

211

eee
eee
rrr

rrr
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◄ Так как в базисе 21,ee rr
 координаты векторов 

)2,1(),1,2( 21 −=′=′ ee rr
, то матрица T  перехода от базиса 21,ee rr

 

к базису 21,ee ′′ rr
 имеет вид: .  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

21
2 1

Τ

Тогда ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−

21
12

5
11Τ . По формуле (5) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==′ −

4,02,2
8,16,2

21
12

13
12

21
12

5
11ΑΤΤΑ .► 

Для проверки правильности вычислений м.  Α′  полезными 
являются следующие утверждения. 

1.  (суммы диагональных элементов м.∑ ′=∑
==

n

i
ii

n

i
ii aa

11
Α   и 

м.Α′  совпадают). 
2. AA ′= . 

3. ArangArang ′= . 

§ 4. Собственные числа и собственные векторы матрицы 

Пусть квадратная матрица ( )
nnija

×
=Α  – матрица л. о. Α~  в 

л. пр. nR . 
Опр. 1. Ненулевой вектор nRx∈r  называется собственным 

вектором м. Α  (л. о. Α~ ), если выполняется равенство: 
xx rr

λ=Α  ( xx rr
λ=Α~ ),   (6) 

где λ  – некоторое вещественное число, называемое собствен-
ным числом м. Α  (л. о. Α~ ). 

Равенство (6) может быть записано в виде: 
( ) 0

rr
=⋅λ− xΕΑ ,   (7) 

где Ε  – единичная матрица размером nn× . Сл–но, собствен-
ный вектор  является ненулевым решением однородной сис-
темы (7), а собственные числа определяются из условия равен-

xr
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ства нулю определителя этой системы: 0=λ− ΕΑ  (данное 
уравнение называется характеристическим). 

Пример 1. Определить собственные значения и собствен-

ные векторы матрицы . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21
61

Α

◄ Характеристическое уравнение для нахождения собст-
венных значений м. Α  имеет вид: 

0
21

61

0
0

21
61

10
01

21
61

=
λ−

λ−
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ

λ
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=λ− ΕΑ

 

или ( )( ) 06121 =⋅−−− λλ , или , откуда следует, 
что м. 

0432 =−− λλ
Α  имеет два собственных значения 41 =λ  и 12 −=λ . 

Собственный вектор, соответствующий 41 =λ , согласно (7) 
определяется из системы уравнений вида: 

( )
⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

.0)42(
,0641

21

21

xx
xx

⇔
⎩
⎨
⎧

=−
=+−
,02

,063

21

21

xx
xx

 

которая сводится к одному уравнению 21 2xx = . 

Отсюда . 
⎩
⎨
⎧

=
=

22

21 ,2
xx
xx

Собственный вектор , где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

1
2

1 Cxr constСС =≠ ,0 . 

Второй собственный вектор 2xr , соответствующий собст-
венному значению 12 −=λ , определяется из системы уравнений 
вида: 

( )
( )⎩

⎨
⎧

=++
=++

.012
,0611

21

21

xx
xx
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Эта система уравнений также сводится к одному уравнению 
.  03 21 =+ xx

Отсюда  
⎩
⎨
⎧

=
−=

.
,3

22

21

xx
xx

Собственный вектор , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⋅=

1
3

2 Cxr 0≠С , constС = , т.е. 

м. Α  имеет два собственных различных значения 41 =λ  и 
12 −=λ  и два собственных вектора, равных (с точностью до 

постоянного множителя)  .► ,
1
2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=xr ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

1
3

2xr

Пример 2. Найти собственные числа и собственные векто-
ры матрицы 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
132412
101910
6127

Α . 

◄ Составим характеристическое уравнение для нахожде-
ния собственных чисел м. Α : 

0
132412

101910
6127

=
−−

−−
−−

λ
λ

λ
, 

или , откуда следует, что у м. ( ) ( ) 011 2 =+− λλ Α  следующие 
собственные числа: ,121 == λλ  13 −=λ . 

Собственный вектор, соответствующий 121 == λλ , опре-
деляется из однородной системы уравнений вида: 

( )
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=+−−−

=+−−

,01132412
,01011910

,061217

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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которая сводится к уравнению 02 321 =+− xxx . 
Если  – свободные неизвестные, то 32 , xx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

−=

33

22

321

,
,2

xx
xx

xxx
 

и собственный вектор  ,
1
0
1

0
1
22

21

3

2

32

1
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
= CC

x
x

xx
xr

где матрицы-столбцы  и  образуют ФСР,  и  – 

любые вещественные числа, не равные нулю одновременно. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
2

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

1
0
1

1С 2С

Собственный вектор, соответствующий 13 −=λ , определя-
ется из однородной системы уравнений вида: 

( )( )
( )( )

( )( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−+−
=+−−−−

=+−−−

,01132412
,01011910

,061217

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

которая сводится к системе 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+−

.0
6
52

,0
6
72

32

321

xx

xxx
 

Объявляя  свободной неизвестной, получаем: 3x
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

32

31

6
5

,
2
1

xx

xx
 

и собственный вектор  где ,
6
5
3

2
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅= Cxr ∈C { }0\R .► 

§ 5. Квадратичные формы 
Опр. 1. Квадратичной формой  от  неизвестных 

 в ев. пр. 
f n

nxxx ,...,, 21
nR  называется выражение вида: 

( ) ∑∑
= =

=
n

i

n

j
jiijn xxaxxxf

1 1
21 ,...,, , 

где  – числовые коэффициенты, причем ija jiij aa = . 
Опр. 2. Матрицей квадратичной формы называется           

м. ( )
nnijaA

×
= , её ранг называется рангом квадратичной формы.  

В частности, ( ) 2
2222112

2
11121 2, xaxxaxaxxf ++= , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2212

1211

aa
aa

A , ( ) +++= 2
333

2
222

2
111321 ,, xaxaxaxxxf  

322331132112 222 xxaxxaxxa +++ , . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

332313

232212

131211

aaa
aaa
aaa

A

Вид матрицы кв. ф. определяется базисом neee rrr ,...,, 21 , в 

котором задан вектор ( )nxxxx ,...,, 21=
r

, и меняется при перехо-

де к другому базису по формуле (5) ΑΤΤΑ 1−=′  (Τ  – матрица 
перехода от neee rrr ,...,, 21  к neee ′′′ rrr ,...,, 21 ).  
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Опр. 3. Кв. ф. вида  

( ) ∑
=

=
n

i
iiin xaxxxf

1

2
21 ,...,,  

называется канонической. 
Матрица канонической формы является диагональной. Что-

бы привести кв. ф. к каноническому виду, следует перейти к ба-
зису собственных векторов м. Α  квадратичной формы. 

Матрица кв. ф. симметричная ( )jiij aa = . Собственные чис-
ла такой матрицы вещественные, а собственные векторы, соот-
ветствующие различным собственным числам, – ортогональны. 

Если собственные числа м. Α  различные, то соответст-
вующие собственные векторы nxxx rrr ,...,, 21  образуют ортого-
нальный базис, который можно нормировать. В этом ортонор-
мированном базисе матрица кв. ф. будет иметь вид:  

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛λ

=

0
...
0
1

Α

0
...

0

2λ

...

...

...

...

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

nλ
...
0
0

, 

где nλλλ ,...,, 21  – собственные числа м. Α . 
Линейное преобразование, которое приводит матрицу кв. ф. 

к каноническому виду, имеет вид: xx ′⋅=
rr Τ , где Τ  – матрица 

перехода от базиса nxxx rrr ,...,, 21  к ортонормированному базису 

собственных векторов nxxx ′′′ rrr ,...,, 21 . 
Опр. 4. Кв. ф. называется положительно определённой, ес-

ли все собственные числа матрицы кв. ф. положительны ( 0>iλ , 

ni ,1= ), отрицательно определённой – отрицательны ( 0<iλ ,  

ni ,1= ). Если есть как положительные, так и отрицательные 
собственные числа, то кв. ф. – знакопеременная. 

Вопрос о знаке кв. ф. можно решить, не находя собствен-
ных чисел матрицы кв. ф. 
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Пусть ( )
nnijaA

×
=  матрица кв. ф. ( )nxxxf ,...,, 21  в некото-

ром базисе. 

Обозначим: 111 a=Δ , 
2212

1211
2 aa

aa
=Δ ,  

332313

232212

131211

3

aaa
aaa
aaa

=Δ , …, 

n

n

a

a
a

1

12

11

...
=Δ

na

a
a

2

22

12

...
...
...
...
...

nn

n

n

a

a
a

...
2

1

 – угловые 

миноры м. Α . 
Теорема (критерий Сильвестра). Для того чтобы кв. ф. 

 была положительно определённой, н. и д., что-
бы , 

( nxxxf ,...,, 21 )
01 >Δ 02 >Δ ,…, 0>Δn . Для того чтобы кв.ф. 

 была отрицательно определённой, н. и д., чтобы 

, , 

( nxxxf ,...,, 21 )
01 <Δ 02 >Δ 03 <Δ ,…, ( ) 01 >Δ− n

n . 
Если условия критерия Сильвестра не выполняются, то кв. 

ф. является знакопеременной. 
Пример 1. Привести кв. ф. ( ) 2

221
2
121 649, xxxxxxf +−=  к 

каноническому виду. 
◄ Находим собственные числа матрицы кв. ф. 

: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

62
29

Α

0
62

29
=

−−
−−
λ

λ
⇔ 050152 =+− λλ ⇔ ,51 =λ 102 =λ . 

Собственные векторы 1xr  и 2xr  получаем из систем: 
( )

( )⎩
⎨
⎧

=−−−
=−−

,0562
,0259

21

21

xx
xx

    
( )

( )⎩
⎨
⎧

=−+−
=−−

.01062
,02109

21

21

xx
xx

 



  59

Решение первой:  второй: 
⎩
⎨
⎧

=
=

,2
,

12

11

xx
xx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

.
2

,

1
2

11

xx

xx
 

Собственные векторы: , , 

. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

2
1

1 Cxr ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅=
2/1

1
2 Cxr

∈C { }0\R

Составим базис 21,ee rr
: , . ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

1e
r

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2/1

1
2er

Нормируем собственные векторы (нормирующие множите-

ли 521 22
1 =+=er  и 

2
5

2
11

2
2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=er ): 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==′

5
2
5

1

1

1
1 e

ee r

r
r

,   

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−==′

5
1
5

2

2

2
2 e

ee r

r
r

. 

Кв. ф. является положительно определённой ( 051 >=λ  и 
0102 >=λ ) и преобразованием  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′
−
′

=

′
+

′
=

,
55

2

,
5

2
5

21
2

21
1

xxx

xxx
 

приводится к каноническому виду  

( ) ( ) ( .105, 2
2

2
121 xxxxf ′+′= ) ► 

Пример 2. Привести кв. ф. ( ) ++= 2
2

2
1321 1417,, xxxxxf  

323121
2
3 84414 xxxxxxx −−−+  к каноническому виду. 
◄ Составляем матрицу кв. ф. 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=Α
1442

4142
2217

. 

Её собственные числа 91 =λ , 1832 == λλ  (убедитесь в 
этом самостоятельно). 

Собственный вектор, соответствующий собственному чис-

лу 91 =λ , равен . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
2
1

1er

При 1832 == λλ  ,  (находятся анало-

гично примеру 2 из § 4 главы 3). 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

0
1
2

2er

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1
0
2

3er

Проводим ортогонализацию базиса 321 ,, eee rrr
, используя 

процесс ортогонализации Шмидта (§ 2 главы 3): 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==′

2
2
1

11 ee rr
,  

( )
( )

( )
=′⋅

++
⋅+⋅+⋅−

−=′⋅
′′
′

−=′ 122221
11

12
22 221

202112
,
, eee
ee
eeee rrr
rr

r r
rr

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
==′⋅−=

0
1
2

0 212 eee rrr
,  

( )
( ) =′⋅

′′
′

−=′ 2
22

23
33 ,

, e
ee
eeee r
rr

rr
rr
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=′⋅−=

1
5
4

5
2

0
1
2

5
4

1
0
2

5
4

23 ee rr
. 

Нормируя собственные векторы: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′′

3
2
3
2
3
1

1er ,  =′′2er

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

0
5

1
5
2

,  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=′′

53
5

53
4
53

2

3er  

и проводя ортогональное преобразование 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

′+′=

′−′+′=

′+′−′=

,
53

5
3
2

,
53

4
5

1
3
2

,
53

2
5

2
3
1

313

3212

3211

xxx

xxxx

xxxx

 

получаем в ортонормированном базисе 321 ,, eee ′′′′′′ rrr
 кв. ф. сле-

дующего вида: ( ) ( ) ( )23
2

2
2

1 18189 xxxf ′′+′′+′′= .► 
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ГЛАВА 4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

В элементарной геометрии изучаются свойства прямоли-
нейных фигур и окружности. Основную роль играют построе-
ния; вычисления же, хотя практическое значение их и велико, в 
теории играют подчиненную роль. Выбор того или иного по-
строения обычно требует изобретательности. Это и составляет 
главную трудность при решении задач методами элементарной 
геометрии.  

Аналитическая геометрия возникла из потребности создать 
единообразные средства для решения геометрических задач с 
тем, чтобы применить их к изучению важных для практики кри-
вых линий различной формы. Эта цель была достигнута созда-
нием координатного метода. В нем ведущую роль играют вы-
числения, построения же имеют вспомогательное значение. 
Вследствие этого решение задач методом аналитической гео-
метрии требует гораздо меньшей изобретательности.  

Создание координатного метода было подготовлено труда-
ми древнегреческих математиков, в особенности Аполлония (3 – 
2 вв. до н.э.). Систематическое развитие координатный метод 
получил в первой половине 17 века в работах П. Ферми и Р. Де-
карта. Они, однако, рассматривали только плоские линии. К 
систематическому изучению пространственных линий и по-
верхностей координатный метод был применен впервые Л. Эй-
лером. 

Методы аналитической геометрии широко используются в 
современном естествознании и прикладных технических дисци-
плинах при построении математических моделей объектов и 
процессов. 

§ 1. Уравнения прямой 
Прямая на плоскости и в пространстве может быть задана 

по-разному. Различные виды уравнения прямой отражены в 
табл. 4. 
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Таблица 4 
Уравнения прямой на плоскости и в пространстве 

Вид 
уравнения На плоскости В пространстве 

Общее 
уравнение 
прямой 

1. 0=++ CByAx  
( )022 ≠+ BA  
( )BAn ,r

 – вектор, пер-
пендикулярный к прямой 
(вектор нормали). 
2. ,0)()( 00 =−+− yyBxxA  

где ( )00, yx  – точка, че-
рез которую проходит 
прямая, ( ) −BAn ,r

век-
тор нормали к данной 
прямой 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

,0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

прямая задается как линия 
пересечения двух непарал-
лельных плоскостей (урав-
нение плоскости  
см. § 3 главы 4) 

Уравнение 
прямой с уг-
ловым коэф-
фициентом 

,bkxy += αtgk =  
(угловой коэффициент 
k  равен тангенсу угла 
α , образованного пря-
мой и осью OX , 

πα ≤≤0 , отсчет угла 
производится против ча-
совой стрелки)  

 



 64

Продолжение табл. 4 
Уравнение 
прямой с уг-
ловым коэф-
фициентом 
k , проходя-
щей через 
точку 
( )111 , yxM  

( )11 xxkyy −=−  
(уравнение пучка прямых 
с центром в точке 

( )111 , yxM ) 

 

Уравнение 
прямой в от-

резках 

1=+
b
y

a
x

 

(прямая в отрезках пере-
секает ось OX  в точке 
( )0,aA  и ось OY  – в 

точке ( )bB ,0 ) 

 

Уравнение 
прямой, про-
ходящей через
две заданные 

точки 

( )111 , yxM , ( )222 , yxM  

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

 

( )1111 ,, zyxM , 
( )2222 ,, zyxM  

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

 

Канонические 
уравнения 
прямой 

m
yy

l
xx 00 −

=
−

 

Прямая проходит через 
точку ( )000 , yxM  па-
раллельно заданному 
вектору ( )mls ,r

 – на-
правляющий вектор пря-
мой 

n
zz

m
yy

l
xx 000 −

=
−

=
−

 

Прямая проходит через 
точку ( )0000 ,, zyxM  па-
раллельно заданному век-
тору ( )nmls ,,r

 – направ-
ляющий вектор прямой 

Параметри-
ческие урав-
нения прямой ⎩

⎨
⎧

∈⋅+=
⋅+=

Rttmyy
tlxx

,
,

0

0  ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅+=
⋅+=
⋅+=

,
,

,

0

0

0

tnzz
tmyy

tlxx
 

∈t R  
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Окончание табл. 4 

Векторное 
уравнение 
прямой 

s
M0

M

 

( )000
, OMrOMrstrr MMMM ==⋅+=
rrrrr

 

Нормальное 
уравнение  
прямой 

 
0sincos =−α⋅+α⋅ pyx ,

где αcos  и αsin  – ко-
ординаты нормального (⊥) 
вектора прямой, направ-
ленного из начала коорди-
нат в сторону прямой; p  –
расстояние от начала ко-
ординат до прямой.  
Это уравнение можно по-
лучить из общего 

0=++ CByAx , домно-
жив его на нормирующий 
множитель  

22

1
BA +

±=μ . 

Знак μ  противоположен 
знаку числа C  
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Пример. Известно общее уравнение прямой L : 

⎩
⎨
⎧

=−++
=−−

.072
,04

zyx
yx

 

Найти её канонические уравнения. 
◄ Для определения координат опорной точки 0M  полага-

ем 00 =z  и, подставляя в общие уравнения прямой L , получа-
ем систему для определения 0x , 0y : 

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

=−++
=−−

.1
,5

,0702
,04

0

0

00

00

y
x

yx
yx

 

Т.о., ( )0,1,50M . 
Нормальные векторы плоскостей, определяющих прямую 

L  как линию пересечения, имеют координаты: ( ),0,1,11 −=nr  
( )1,2,12 =nr . 
Находим направляющий вектор sr  прямой L  как векторное 

произведение векторов 1nr  и 2nr : 

[ ] kji
kji

nns
rrr

rrr

rrr 3
121
011, 21 +−−=−== , ( )3,1,1 −−=sr . 

Следовательно, канонические уравнения прямой имеют 

вид: .
31

1
1
5 zyx

=
−
−

=
−
−

► 

§ 2. Взаимное расположение прямых. 
Угол между прямыми. Расстояние от точки до прямой 
Пусть заданы на плоскости две прямые: 

1L : 0111 =++ CyBxA ,    ( )111 , BAn =
r ( ),11 bxky +=  

2L : 0222 =++ CyBxA , ( )222 , BAn =
r ( ).22 bxky +=  
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1) 
2

1

2

1
21 B

B
A
Ann =⇔

rr
 (координаты векторов 1nr  и 2nr  

пропорциональны) ⇔ ,01221 =− BABA  или  
2) 021 =×nn rr

, или  

3) 21 kk = . 
1) 0212121 =+⇔⊥ BBAAnn rr

 (скалярное произве-
дение векторов 1nr  и 2nr  должно быть равно нулю), 
или  
2) 121 −=⋅kk . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠≠=Δ⇔

2

1

2

1

22

11
21 0

B
B

A
A

BA
BA

LL I . 

Координаты точки пересечения прямых 1L  и 2L  находят-
ся по формулам: 

Δ
=

Δ
= 22

11

22

11

,
AC
AC

y
CB
CB

x  (вспомните формулы Кра-

мера для решения СЛАУ). 
Замечание 1. Аналогичные условия можно записать, если 

заданы направляющие векторы ( )111 ,mls =
r

 и ( )222 ,mls =
r

 пря-
мых 1L  и 2L . 

Замечание 2. В пространстве условия || или ⊥ прямых 1M  
и 2M  следуют из условий || или ⊥ векторов 1nr  и 2nr  или 1s

r
 и 2sr : 

;02121 =×⇔ nnMM rr
 .02121 =⋅⇔⊥ nnMM rr

 

Угол ϕ  между прямыми 1L  и 2L  определяется как угол 
между направляющими векторами (или векторами нормали) 

этих прямых или дополняющий его до ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤

2
0 πϕπ : 

⇔21 LL

⇔⊥ 21 LL
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21

21cos
ss
ss
rr

rr

⋅
⋅

=ϕ  или 
21

12

1
tg

kk
kk
⋅+

−
=ϕ . 

Расстояние от точки ( )000 , yxM  до прямой L : 
0=++ CByAx  находится по формуле: 

( )
22

00
0 ,с

BA

CByAx
LM

+

++
=  

( ( )LM ,с 0  – это длина перпендикуляра, опущенного из точки 

0M  на прямую L ). 

§ 3. Уравнения плоскости 

 
Плоскость в пространстве может быть задана по-разному. 

Различные виды уравнения плоскости отражены в табл. 5. 
Таблица 5 

Уравнения плоскости 

Вид уравнения Уравнение 

Общее уравнение 
плоскости 

( ),00 222 ≠++=+++ CBADCzByAx
( )CBAn ,,r

 – нормальный вектор плоско-
сти 

Уравнение плоско-
сти, проходящей 
через точку 
( )0000 ,, zyxM ,  

⇔=⋅ 00MMnr  

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA  
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Продолжение табл. 5 
перпендикулярно к 
вектору ( )CBAn ,,r

 

Уравнение плоско-
сти в отрезках 

1=++
c
z

b
y

a
x

, 

где числа cba ,,  – абсцисса, ордината, 
аппликата точек пересечения плоскости с 
координатными осями 

Нормальное урав-
нение плоскости 

,0coscoscos =−⋅+⋅+⋅ pzyx γβα  
где 0>p  – расстояние от начала коорди-
нат до плоскости; направляющие косину-
сы γβα cos,cos,cos  – координаты еди-
ничного нормального вектора 0nr  

( )( )γβα cos,cos,cos,1 00 == nn rr
, направ-

ленного из начала координат к плоскости. 
Умножением на нормирующий множитель 

222

1
CBA ++

±=μ  

(знак μ  противоположен знаку свободно-
го слагаемого D  в общем уравнении 
плоскости) общее уравнение плоскости 
приводится к нормальному виду 

Уравнение плоско-
сти, проходящей 
через три точки: 

( )1111 ,, zyxM , 
( )2222 ,, zyxM , 
( )3333 ,, zyxM , не 

лежащие на одной 
прямой 

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

 

(записано условие компланарности векто-
ров MM1 , 21MM , 31MM : 

031211 =⋅⋅ MMMMMM , где ( )zyxM ,, – 
произвольная точка плоскости) 
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Окончание табл. 5 

Плоскость, задан-
ная точкой 
( )0000 ,, zyxM  и 

двумя неколлинеар-
ными векторами ar

и b
r

, коллинеарны-
ми плоскости 

 
( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA ,  

где нормальный вектор равен ban
rrr

×=  

§ 4. Взаимное расположение плоскостей, прямой и           
плоскости. Расстояние от точки до плоскости 

Пусть даны две плоскости: 
1σ : 01111 =+++ DzCyBxA , ( )( )1111 ,, CBAn =

r
, 

2σ : 02222 =+++ DzCyBxA , ( )( )2222 ,, CBAn =
r

. 

2

1

2

1

2

1
2121 C

C
B
B

A
Ann ==⇔⇔σσ

rr
. 

.00 212121212121 =++⇔=⋅⇔⊥⇔σ⊥σ CCBBAAnnnn rrrr
 

Угол ϕ  между плоскостями 1σ  и 2σ  определяется как 
угол между их нормальными векторами 1nr  и 2nr  или допол-

няющий его до π  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤

2
0 πϕ . 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA
nn
nn

++⋅++

++
=

⋅
⋅

= rr

rr

ϕ . 

Пусть даны канонические уравнения прямой L : 

n
zz

m
yy

l
xx 000 −

=
−

=
−

 

( ( )nmls ,,r
 – направляющий вектор прямой L ,  

( )∈0000 ,, zyxM L ) и общее уравнение плоскости σ : 
.0=+++ DCzByAx  
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Координаты точки пересечения прямой L  и плоскости σ  
должны одновременно удовлетворять этим двум уравнениям. 
Перейдём к параметрическим уравнениям прямой L : 

⇒=
−

=
−

=
− t

n
zzt

m
yyt

l
xx 000 ,,

tnzztmyytlxx ⋅+=⋅+=⋅+= 000 ,, . 
Подставляя их в уравнение плоскости σ , получаем значе-

ние параметра t , равное 
CnBmAl

DCzByAxt
++

+++
−= 000 , подста-

новка которого в параметрические уравнения прямой L  даёт 
координаты точки пересечения прямой L  с плоскостью σ . 

Угол ϕ  между прямой L  и плоскостью σ  – это угол меж-

ду прямой L  и её проекцией на плоскость σ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤

2
0 πϕ . 

 

( ) ( )
∧∧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= snsn rrrr ,cos,

2
sinsin πϕ , 

222222
sin

nmlCBA

CnBmAl

++⋅++

++
=ϕ . 

n
C

m
B

l
AnsL ==⇔⇔σ⊥

rr || . 

0|| =++⇔⊥⇔σ CnBmAlnsL rr
. 

Расстояние от точки ( )0000 ,, zyxM  до плоскости σ  нахо-
дится по формуле: 
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( )
222

000
0 ,с

CBA

DCzByAx
M

++

+++
=σ . 

Пример. Найти точку, симметричную точке 
( )5,2;2;10 −−M  относительно прямой, заданной канонически-

ми уравнениями 
2
2

21
4

−
+

==
− zyx

. 

 
◄ Точка ,M  симметричная точке 0M  относительно задан-

ной прямой L , лежит на прямой ,0MM  перпендикулярной к 
прямой L . При этом точка пересечения прямых O  делит отре-
зок MM 0  пополам. 

Если провести через точку 0M  плоскость σ , перпендику-
лярную к прямой L , то прямая MM 0  будет лежать в этой плос-
кости. Для плоскости σ  нормальным вектором является на-
правляющий вектор прямой L : ( )2,2,1 −=sr . 

Уравнение плоскости σ : 
( ) 0)5,2(2)2(211 =−⋅−+⋅++⋅ zyx , или 01022 =+−+ zyx . 
Запишем уравнения прямой L  в параметрическом виде: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
=

+=

.22
,2

,4

tz
ty

tx
 

Точка O  – точка пересечения прямой L  и плоскости σ . 
Её координаты найдём из системы 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
−−=

=
+=

.01022
,22

,2
,4

zyx
tz

ty
tx

 

Подставляя yx,  и z  из первых трёх уравнений в четвёр-
тое, получаем 010)22(244 =+−−−++ ttt , или 0189 =+t , 
откуда 2−=t . 

Теперь можно определить координаты точки 
O : )2;4;2( −O . Точка O  – середина отрезка MM 0 . Под-
ставляя координаты точек O  и 0M  в формулы деления отрезка 
пополам, определяем координаты точки );;( MMM zyxM : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

+
=

+
=

,
2

,
2

,
2

0

0

0

0

0

0

MM

MM

MM

zz
z

yy
y

xx
x

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

−=

,2

,2

,2

0

0

0

0

0

0

MM

MM

MM

zzz

yyy

xxx

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−⋅=
−=+−⋅=

=+⋅=

.5,15,222
,62)4(2

,5122

M

M

M

z
y
x

 

Сл-но, )5,1;6;5( −M .► 

§ 5. Кривые второго порядка на плоскости 

Кривые 2-го порядка на плоскости описываются алгебраи-
ческим уравнением 2-го порядка: 

0,022 22222 ≠++=+++++ CBAFEyDxCyBxyAx  

FEDCBA ,,,,,( )R∈ . 

5.1. Эллипс 
Опр. 1. Эллипсом называется геометрическое место всех то-

чек ),( yxM  плоскости, для которых сумма расстояний до двух 
заданных точек, называемых фокусами, есть величина постоян-
ная (её обозначают a2 ), причем эта постоянная больше рас-
стояния между фокусами. 
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Чертёж 

 

 
a – большая полуось       a – малая полуось 
b – малая полуось           b – большая полуось 

с – полуфокальное расстояние 
фокусыFF −21,  

aMFMF 221 =+  

),0;(1 cF − )0;(2 cF     )( ba >  
),;0(1 cF − );0(2 cF  )( ab >  

Каноническое 
уравнение 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 

Связь между 
параметрами 

)(222 bacba >+=  

)(222 abcab >+=  

Эксцентриситет
a
c

=ε , 10 <ε≤  

Площадь 
эллипса bаS ⋅⋅π=  
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Директрисы 

 

 
Прямые, параллельные оси OY  и отстоящие от 

неё на расстояние 
ε
a

, называются директрисами 

1d  и 2d  эллипса 

Фокальный 
параметр a

bp
2

=  – это половина хорды, проведённой че-

рез фокус параллельно оси OY  

Замечание. Если в уравнении эллипса ba = , то получаем 
уравнение окружности 222 ayx =+  с центром в точке )0,0(O  
радиусом, равным a  )0( =ε . 

Пример 1. Земля движется по эллипсу, в одном из фокусов 
которого находится Солнце. Наименьшее расстояние от Земли 
до Солнца равно 147,5 млн км, а наибольшее – 152,5 млн км. 
Найти эксцентриситет орбиты Земли. 

◄ Выполним вспомогательный чертёж по условию задачи. 
Очевидно, что: 

⎩
⎨
⎧

⋅=−
⋅=+

.105,147
,105,152

6

6

са
са
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Решим систему: 

)(105,210150105,152

)(10150103002

105,147
105,152

666

66

6

6

кмс

кмаа

са
са

⋅=⋅−⋅=

⋅=⇒⋅=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=−
⋅=+

+

 

Найдём эксцентриситет 017,0
60
1

10150
105,2

6

6

≈=
⋅
⋅

==
a
cε .► 

Эксцентриситет показывает степень сжатия эллипса вдоль 
осей. В предыдущем примере значение ε  близко к нулю, сл–но, 
форма эллипса близка к окружности. 

5.2. Гипербола 
Опр. 2. Гиперболой называется геометрическое место всех 

точек ),( yxM  плоскости, абсолютная величина (модуль) раз-
ности расстояний от которых до двух данных точек, называемых 
фокусами, есть величина постоянная (её обозначают a2 ), при-
чем эта постоянная меньше расстояния между фокусами. 

 

Чертёж 

 
 

 
 
 

a2  – действительная ось 
b2  – мнимая ось 

152,5⋅106

147,5⋅106
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),0,(),0,( 21 aAaA −  – вершины 
),0;(1 cF − )0;(2 cF  – фокусы 

aMFMF 221 =−  

Каноническое 
уравнение 12

2

2

2
=−

b
y

a
x

 

Связь между 
параметрами 

222 cba =+  

Эксцентриситет
a
c

=ε ,   1>ε  

Уравнения  
асимптот 

 

x
a
by ±=  

 

Уравнения  
директрис 

 

ε
ax ±=  

Фокальный 
параметр a

bp
2

=  

Пример 2. Написать уравнение гиперболы, имеющей вер-

шины в фокусах, а фокусы в вершинах эллипса 1
925

22

=+
ух

. 

◄ Найдём основные параметры эллипса.  
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Сравнивая данное уравнение 1
925

22

=+
ух

 с каноническим 

12

2

2

2

=+
b
у

а
х

, получаем 3;59;25 22 ==⇒== baba . 

Для нахождения полуфокального расстояния воспользуемся 
соотношением между параметрами эллипса )( ba > : 

41692535 22222222 =⇒=−=−=−=⇒+= сbaccba . 
Выполним вспомогательный чертёж по условию задачи.  

 

Из чертежа видно, что для гиперболы: 4;5 == гг ас . 
Воспользуемся соотношением между параметрами гипер-

болы: 
39162545 22222222 =⇒=−=−=−=⇒=+ bacbcba . 

Каноническое уравнение гиперболы  

1
916

1
22

2

2

2

2

=−⇒=−
yx

b
y

a
x

.► 

5.3. Парабола 
Опр. 3. Параболой называется геометрическое место всех 

точек ),( yxM  плоскости, равноудаленных от данной точки, 
называемой фокусом, и данной прямой, называемой директри-
сой.  
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 Парабола симмет-
ричная относитель-

но оси ОХ 

Парабола симмет-
ричная относи-
тельно оси ОУ 

Чертёж 

Каноническое 
уравнение pxy 22 =  pyx 22 =  

Уравнение 
директрисы 2

px −
=  

2
py −

=  

5.4. Оптические свойства кривых второго порядка 

 
 
Если источник излучения 

поместить в один из фокусов 
эллипса, то после отражения 
лучи попадут в другой фокус 
эллипса. 

 
Если источник излучения 

поместить в фокус параболы, 
то после отражения лучи об-
разуют параллельный пучок. 

Эти свойства линий второго порядка широко используют в 
оптических и радиотехнических приборах. 
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Пример 3. Зеркальная поверхность прожектора образована 
вращением параболы вокруг ее оси симметрии. Диаметр зеркала 
80 см, а его глубина 10 см. На каком расстоянии от вершины 
зеркальной поверхности вдоль оси вращения следует поместить 
источник света, чтобы лучи света, отражённые от зеркала, 
образовали параллельный пучок? 

◄ Для того чтобы лучи света, отражённые от зеркала, об-
разовали параллельный пучок, источник света необходимо по-
местить в фокус параболы. Выполним вспомогательный чертёж 
параболоида и его образующей. 

 

      
Парабола симметрична относительно оси OY , следова-

тельно, её каноническое уравнение pyx 22 = . Точка с коорди-
натами )10,40(A  принадлежит параболе. 

Значит, 80160020102402 =⇒=⇒⋅= ррp ,  
а, сл–но, фокус параболы находится в точке )40,0(F . 

Т. о., для того чтобы лучи света, отражённые от зеркала, 
образовали параллельный пучок, источник света следует помес-
тить на расстоянии 40 см от вершины зеркальной поверхности 
вдоль оси вращения.► 

§ 6. Преобразования координат 
6.1. Параллельный перенос 

Иногда при решении задач удобно вместо данной системы 
координат XOY  использовать другую YOX ′′′ , определённым 
образом ориентированную относительно исходной системы. 

Пусть новая система YOX ′′′  получена из старой XOY  па-
раллельным переносом осей координат, то есть оси новой сис-
темы параллельны осям старой и имеют одинаковое с ними на-
правление. 
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Пусть O′  имеет координаты 
( )ba,  в системе XOY . Возьмем 
точку  M  на плоскости. Тогда, 
если ( )yx,  её координаты в сис-
теме XOY , а ( )yx ′′,  – в YOX ′′′ , 
то 

⎩
⎨
⎧

+′=
+′=

.
,

byy
axx

 

Если уравнение кривой 2-го порядка не содержит члена с 
произведением координат ( )0=B , то с помощью параллельного 
переноса оно приводится к каноническому виду. Для этого не-
обходимо в случае 0=/A , 0≠C  выделить полные квадраты для 
членов, содержащих x , и членов, содержащих y , затем для по-

лученных полных квадратов вида ( ) 2ax − , ( ) 2by −  обозначить 
через новые переменные axx −=′ , byy −=′ . 

Пример 1. Привести к каноническому виду уравнение 
06442 22 =−−−− yxyx . 

◄ ( ) ( ) =−++−+−=−−−− 4441226442 2222 yyxxyxyx  

( ) ( ) .4212 22 −+−−= yx  

( ) ( ) ( ) ( ) .421204212 2222 =+−−⇔=−+−− yxyx  

Введём новые переменные  

⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

,2
,1

yy
xx

 

и новое начало координат ( )2,1 −′O . Тогда, разделив обе части 
уравнения на 4, получим каноническое уравнение гиперболы: 

( ) ( ) .1
42

22

=
′

−
′ yx

► 
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6.2. Поворот координатных осей 

Пусть < ji
rr

, > – старый ортонормированный базис,  
< ',' ji

rr
> – новый. Выразим форму-

лы преобразования координат че-

рез угол ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ϕ

∧

', ii
rr

, отсчитывае-

мый в направлении кратчайшего 
поворота от i

r
 к 'i
r

: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⋅+⋅=

.
2

sin
2

cos'

,sincos'

jij

jii
rrv

rrr

πϕπϕ

ϕϕ
 

Формулы преобразования поворота системы координат за-
пишутся в виде: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕϕ−
ϕϕ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

y
x

y
x

cossin
sincos

или
⎩
⎨
⎧

′+′=

′−′=
.cossin
,sincos

ϕϕ
ϕϕ

yxy
yxx

 

Подставляя их в общее уравнение кривой второго порядка, 
получаем уравнение, не содержащее слагаемого с произведени-
ем xy , затем применяем преобразования параллельного перено-
са. 

Замечание. Если 0≠B  в общем уравнении кривой второго 
порядка, то первые три слагаемых образуют квадратичную фор-
му от двух переменных ( ) 22, yCyxBAxyxf ++=  с матрицей  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

CB

BA
P

2

2 . 

Приводя её к каноническому виду, получаем 
( ) 2

2
2

1, yxyxf ′+′= λλ , где 1λ , 2λ  – собственные значения 
м. P , x′ , y′  – новые координаты в системе YOX ′′′ . 

Пример 2. Определить тип кривой, заданной уравнением  
0805632845 22 =+−−++ yxyxyx . 
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◄ Получим канонические уравнения данной кривой преоб-
разованием координат. 

Кв.ф. ( ) 22 845, yxyxyxf ++=  имеет матрицу 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

82
25

P , собственные значения которой определим из ха-

рактеристического уравнения 

0
82

25
=

−
−

λ
λ

, .9,4 21 == λλ  

Найдём соответствующие собственные векторы из системы: 
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=+−

.082

,025

21

21

xx

xx

λ

λ
 

Если 41 =λ , то получим собственный вектор ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1
2

, модуль 

которого равен ( ) 512 22 =−+ . Нормируем его 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

5
1
5

2

'i
r

. 

Если 92 =λ , то получим собственный вектор ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
1

, модуль 

которого равен 521 22 =+ . Нормируем его 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
′

5
2
5

1

j . 

Преобразование поворота системы координат имеет вид: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′−=

′+′=

.
5

2
5

1

,
5

1
5

2

yxy

yxx
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В новой системе координат YOX ′′′ квадратичная форма 
( ) ,94845, 2222 yxyxyxyxf ′+′=++=  а остальные члены 

преобразуются к виду −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′+′−=+−− yxyx
5

1
5

232805632  

80
5

2
5

156 +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′+′−− yx . 

В результате получим уравнение: 

.080
5

144
5

894 22 =+′−′−′+′ yxyx  

Выделяем полные квадраты: 

.036
5

89
5

14
2

=−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −′+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −′ yx  

Производим параллельный перенос системы коорди-
нат YOX ′′′ : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−′=′′

−′=′′

,
5

8

,
5

1

yy

xx
  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛′
5

8,
5

1O  – новое начало координат. 

3694 22 =′′+′′ yx  или 1
49

22

=
′′

+
′′ yx

 – каноническое урав-

нение исходной кривой. Это уравнение эллипса. 
Для построения эллипса необходимо: 
1) в системе координат XOY построить нормированные 

собственные векторы 
′

i и 
′

j ; 
2) провести координатные оси XO ′  и YO ′  через эти векто-

ры; 
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3) в системе координат YOX ′′′  отметить центр симметрии 

эллипса ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛′
5

8,
5

1O  и провести через него оси симметрии па-

раллельно осям XO ′  и YO ′ ; 
4) построить эллипс с центром симметрии в точке 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛′
5

8,
5

1O  и с полуосями 3=a , 2=b .► 

Возможны варианты вырождения кривой второго порядка: 
эллипса в точку или мнимый эллипс )0( 22 =+ yx , гиперболы – 
в пару пересекающихся прямых 022 =−byax  )0,( >ba , или 

x
a
by ±= , параболы – в пару параллельных прямых 022 =− ax  

)0( ≥a , или ax ±= ; 022 =−by  )0( ≥b , или by ±= . 

§ 7. Полярная система координат. Кривые в ПСК 
Полярная система координат (ПСК) задана, если заданы 

точка O , называемая полюсом, и исходящий из полюса луч 
OX , который называется полярной осью. 

Положение любой точки M  в ПСК однозначно определя-
ется её полярными координатами: 
полярным радиусом ρ  – расстояние 
от полюса O  до точки M  и поляр-
ным углом ϕ  – угол поворота поляр-
ной оси до совпадения с вектором 
OM . 

В полюсе полярный радиус 0=ρ , а полярный угол не оп-
ределён. Для всех остальных точек плоскости 0>ρ . 

Полярный угол измеряется в радианах и считается положи-
тельным, если отсчитывается от полярной оси против хода ча-
совой стрелки. Полярный угол определяется с точностью до 

kπ2 , ∈k Z . Это означает, что точки с полярными координата-
ми ),( ϕρ  и )2,( kπϕρ + , ∈k Z  совпадают. 
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Из определения полярных координат следует, что уравне-
ние R=ρ  задаёт на плоскости окружность с центром в полюсе 
и радиусом R , а уравнение αϕ =  задаёт на плоскости луч, 
проходящий через полюс и составляющий с полярной осью угол 
α  0( =ϕ  – уравнение полярной оси). 

Если задать на плоскости ПДСК, поместив её начало в по-
люс и совместив ось абсцисс с поляр-
ной осью, то декартовы координаты x  
и y  точки M  будут выражены через 
полярные координаты ρ  и ϕ  из со-
отношений: 

⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

.sin
,cos

ϕρ
ϕρ

y
x

 

Полярные координаты ρ  и ϕ  точки M  через декартовы x  
и y  выражаются следующей системой уравнений: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=ϕ

+=ρ

.tg

,22

x
y

yx
 

Уравнение вида )(ϕρρ = , задающее ρ  как функцию от 
ϕ , определяет на плоскости некоторую кривую. 

Пример. Построить кривую, заданную в ПСК уравнением 
ϕρ sin2= . Найти уравнение этой кривой в ПДСК. 

◄ Так как 0≥ρ , то 0sin ≥ϕ , откуда πϕ ≤≤0 . Составим 
вспомогательную таблицу: 

Номера 
точек 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

ϕ  0
8
π

 
4
π

 
8

3π
 

2
π

 
8

5π
 

4
3π

 
8

7π
 π

ϕsin  0 38,0 71,0 92,0 1 92,0 71,0 38,0 0
ϕ=ρ sin2  0 76,0 42,1 84,1 2  84,1  42,1 76,0 0
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Для построения кривой ϕρ sin2=  на луче, проведенном 
из полюса под углом kϕ , отклады-
ваем соответствующее значение 
полярного радиуса kk ϕρ sin2= , 

9,1=k , и соединяем полученные 
точки. 

Найдём уравнение кривой 

ϕρ sin2=  в ПДСК. Так как 22 yx +=ρ , 
x
y

=ϕtg  

)arctg(
x
y

=ϕ , то )arctgsin(222

x
yyx =+ . 

Преобразуем выражение )arctgsin(2
x
y

: известно, что 

1cossin 22 =+ ϕϕ , тогда 
ϕ

=ϕ+ 2
2

sin
1ctg1 , сл–но, 

ϕ+
ϕ

=ϕ 2

2
2

1
tgsin

tg
. С учётом того, что 

x
y

=ϕtg , получаем 

22
sin

yx
y
+

=ϕ . 

Окончательно 
22

22 2
yx

yyx
+

=+  или yyx 222 =+ , 

011222 =−+−+ yyx , 1)1( 22 =−+ yx , то есть рассматривае-
мое уравнение выражает в ПДСК окружность с центром в точке 

)1,0(O  и единичным радиусом. ► 
Рассмотрим другие наиболее часто встречающиеся в зада-

чах кривые, заданные в ПСК (см. табл. 6). 
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Таблица 6 
Кривые, заданные в ПСК 

Название 
кривой 

Уравнение График 

Архимедова 
спираль 

0
,0

,

≥
∞<<

=

ρ
ϕ
ϕρ a

 

 

Логарифми-
ческая  
спираль 

ϕρ ae=  

 

0
),cos1(2

>
−=

a
a ϕρ

 

 
 

Кардиоида 

)cos1(2 ϕρ += a  

)(4
)2((

222

222

yxa
axyx

+=

=−+
 

уравнение в ПДСК)  

Лемниската 
Бернулли 

ϕρ 2cos22 a=  
)()(( 222222 yxayx −=+

уравнение в ПДСК) 
 



 89

Окончание табл. 6 

ϕρ 3sina=  

 Розы: 
трёхлепест-

ковая 

ϕρ 3cosa=  

 

ϕρ 2sina=  

 четырех-
лепестковая 

 

ϕρ 2cosa=  

 

§ 8. Параметрическое задание линий 
Параметрические уравнения линий задаются в виде зависи-

мости координат x  и y  от некоторого параметра t : )(txx = , 
)(tyy = . 

При изменении параметра t  текущая точка ),( yxM  опи-
сывает некоторую кривую на плоскости. 
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Если линия задана аналитически в ПДСК )(xfy = , то 

⎩
⎨
⎧

=
=

),(
,

tfy
tx

 её параметрическое задание. 

Рассмотрим параметрическое задание некоторых кривых 
(см. табл. 7). 

Таблица 7 
Параметрические уравнения кривых 

Кривая Параметри-
ческие  

уравнения 

Уравнение в 
ПДСК 

График 

Окруж–
ность ⎩

⎨
⎧

=
=

,sin
,cos

tRy
tRx

π20 <≤ t  

222 Ryx =+  

Эллипс ⎩
⎨
⎧

=
=

,sin
,cos

tby
tax

π20 <≤ t  
12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 

 

Астроида ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin
,cos

3

3

tRy
tRx

π20 <≤ t  

3
2

3
2

3
2

Ryx =+
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Окончание табл. 7 

Циклои-
да 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

),cos1(
),sin(
tay
ttax

,+∞<<∞− t  
0>a  

 

Замечание 1. Астроида – кривая, которую описывает точка 
окружности радиусом 4/R , когда окружность катится без 
скольжения внутри окружности радиусом R . 

Замечание 2. Циклоида – кривая, описываемая точкой кру-
га, катящегося без скольжения по прямой линии. 

§ 9. Поверхности второго порядка 
Опр. 1. Алгебраической поверхностью 2-го порядка называ-

ется поверхность, уравнение которой в ПДСК имеет вид: 
,0222 =+++++++++ KJzHyGxFyzExzDxyCzByAx  

где R∈KCBA ,...,,, , ( CBA ,,  не равны нулю одновременно). 
Рассмотрим основные частные случаи уравнения поверхно-

сти 2-го порядка. 
9.1. Сфера 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  2222 Rzyx =++               ( ) ( ) ( ) 2222 Rczbyax =−+−+−  

0 
Y 

X 

Z

c 

Y 
0 

b 

a 
X 

Z 

C 

Центр сферы 

R – радиус сферы 
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X 

Y

Z 

 
 a 

b

Z

X 

Y 

Z

Y

X 

9.2. Цилиндрические поверхности второго порядка 
Уравнение вида 0);( =yxF  в пространстве определяет ци-

линдрическую поверхность с образующими, параллельными оси 
OZ . В зависимости от вида направляющей будем получать со-
ответствующие виды цилиндров. 
Эллиптический цилиндр   Параболический цилиндр    Гиперболический цилиндр 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

              pyx 22 =               12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 

Уравнение 0);( =zxF  в пространстве определяет цилинд-
рическую поверхность с образующими, параллельными осиOY , 
уравнение 0);( =zyF  в пространстве определяет цилиндриче-
скую поверхность с образующими, параллельными осиOX . 

9.3. Конус второго порядка 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

    02

2

2

2

2

2

=+−
c
z

b
y

a
x

    02

2

2

2

2

2

=++−
c
z

b
y

a
x

X 

Z
С осью OY 

0 

С осью OZ 

Y
X 

Z 

0 
Y

С осью OX 

Y
X 

Z

0
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9.4. Поверхности второго порядка 

Вид поверхности Каноническое 
уравнение 

 
   Эллипсоид 
 
 
 
 
 
 
 

 

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

 

)сфера( −=== Rcba  

 
Однополостный  
гиперболоид 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

 

 
Двуполостный гиперболоид 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x

 

X 

Y 

Z 

a 
b

c 

X 

Y 

Z 

X 

Y 

Z 
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Вид поверхности Каноническое 

уравнение 
 
Эллиптический параболоид 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2

2

2

2

b
y

a
xz +=  

 
Гиперболический параболоид 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

2

2

2

2

b
y

a
xz −=  

Замечание. Принято выделять девять поверхностей второго 
порядка: эллипсоид, однополостный и двуполостный гипербо-
лоиды, эллиптический и гиперболический параболоиды, эллип-
тический, параболический и гиперболический цилиндры и конус 
второго порядка. 

X 

Y 

Z

Y 

  Z 

  X 

0 



 95  

X 
Y

Z 

0 
Y

Z 

0 

2 
X 

Y 
2 

2 

2 2 X 

Пример 1. Построить тело, ограниченное указанными по-
верхностями, и проекцию этого тела на плоскость XOY . 

1. ,222 yxz +=   422 =+ yx , 0≥z . 

2. ,9 22 yxz −−=  5=z . 
3. ,1622 =+ yx  1622 =+ zx  в первом октанте. 
◄ 1. Уравнение 422 =+ yx  задаёт в пространстве круго-

вой цилиндр радиусом 2=R  и с образующими, параллельными 
оси OZ . 

Уравнение 222 yxz += или 0222 =−+ zyx  определя-
ет в пространстве круговой конус с осью OZ . 

Условие 0≥z  говорит о том, что нужно рассматривать 
только части данных поверхностей, лежащие не ниже плоскости 
XOY . 

Найдём линию пересечений данных конуса и цилиндра: 

⎩
⎨
⎧

=
=+

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
=+

=
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
=+
+=

.2
,2

,0
,4

,4

,0
,4
, 222

22

2

22

222

z
ух

z
yx

z

z
yx

ухz
 

Искомой линией пересечения является окружность радиу-
сом 2=R  в плоскости 2=z . 

Проекцией на плоскость XOY  является круг радиусом 
2=R . 
Построим указанные поверхности, далее – результат их пе-

ресечения (требуемое тело) и проекцию этого тела на плоскость 
XOY . 
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X 

Y 2

2 
х 

Y

Z 
9 

0 

5 

X 
Y

Z
9 

0 

5 

2. Приведём уравнение 229 yxz −−=  к каноническому 
виду: ( )2222 99 yxzyxz +−=−⇒−−=  – это урав-
нение определяет параболоид вращения, вершина которого сме-
щена на 9 единиц вверх, а сам он направлен вниз.  

5=z  – уравнение плоскости, в нём отсутствуют две пере-
менные x  и y , значит, плоскость параллельна двум осям OX  и 
OY  или плоскости XOY  и проходит через 5 на оси OZ . 

Найдём линию пересечений данных параболоида и плоско-
сти: 

⎩
⎨
⎧

=
=+

⇒
⎩
⎨
⎧

=
−=+

⇒
⎩
⎨
⎧

=
−−=

.5
,2

,5
,59

,5
,9 2222222

z
ух

z
ух

z
ухz

 

Искомой линией пересечения является окружность радиу-
сом 2=R  в плоскости 5=z . 

Проекцией на плоскость XOY  является круг радиусом 
2=R . 
Построим указанные поверхности, далее – результат их пе-

ресечения (требуемое тело) и проекцию этого тела на плоскость 
XOY . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
3. Уравнение 1622 =+ yx  задаёт в пространстве круго-

вой цилиндр радиусом 4=R  и с образующими, параллельными 
оси OZ . 
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Уравнение 1622 =+ zx  задаёт в пространстве круговой 

цилиндр радиусом 4=R  и с образующими, параллельными оси 
OY . 

Первый октант определяет часть пространства, где 
0,0,0 ≥≥≥ zyx . 

Так как по условию нужно найти пересечение поверхностей 
в первом октанте, то рассмотрим только пересечение четверти 
цилиндров. 

Проекцией на плоскость XOY  является четверть круга ра-
диусом 4=R  в первом координатном углу. 

Построим указанные поверхности, далее – результат их пе-
ресечения (требуемое тело) и проекцию этого тела на плоскость 
XOY .  

 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 

 
► 
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ГЛАВА 5. ПОНЯТИЕ МНОЖЕСТВА.  
ЧИСЛОВЫЕ МНОЖЕСТВА 

§ 1. Понятие множества. Операции над множествами 
Одним из фундаментальных понятий математики является 

понятие множества. Множество – совокупность некоторых 
объектов, объединенных по какому-либо признаку. Обозначают 
множества заглавными латинскими буквами A , B , C и т.д.; их 
элементы – строчными  и т.д. cba ,,

Множество может состоять из чисел, точек, прямых и т. д., 
называемых элементами множества. Например, 

 – множество однозначных чисел. { 9,8,7,6,5,4,3,2,1,0=C }
Множество, которое не содержит элементов, называют 

пустым и обозначают символом ∅. 
Множество, содержащее все возможные множества, назы-

вается универсальным и обозначается Ω . 
Если каждый элемент множества M  является элементом 

множества K , то говорят, что множество M  является подмно-
жеством множества K . Это выражается записью KM ⊂ . 

Если каждый элемент множества  является одновременно 
элементом множества 

A
B  (т. е. А ⊂  В) и каждый элемент множе-

ства B  – элементом множества A  (т. е. AB ⊂ ), то множества 
 и A B  называют равными и пишут: BA = . 
Пересечением множеств  и A B  называется множество , 

состоящее из элементов, которые принадлежат каждому из дан-
ных множеств  и 

C

A B . Пересечение множеств обозначают сим-
волом ∩  и пишут: BAC ∩= . 

Если множества А и В не имеют общих элементов, то пере-
сечением таких множеств является пустое множество. 

Объединением множеств A  и B  называется множество, 
состоящее из всех элементов множеств  и A B  и только из них. 
Объединение множеств обозначают символом  и пишут: 

. При этом, если множества  и 
∪

BAC ∪= A B  имеют общие 
элементы, то каждый из этих общих элементов в объединение 
входит только один раз. 
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Разностью множеств A  и B  называется подмножество 
множества  элементов, не входящих в A B . Разность множеств 
обозначают символом  и пишут . \ BA \

Если AB ⊂ , то BABCA \)( =  называется дополнением 
множества B  до множества . A

Введенные понятия легко проиллюстрировать следующими 
рисунками: 

 

A B
         

A B
 

                           BA∪                                  BA∩  

               

A B
                  

A B
 

                                                         BA \ BABCA \)( =  

§ 2. Множество действительных чисел 
Одним из основных понятий математики является число. 

Понятие числа возникло в древности, числа являются результа-
тами измерения различных величин. 

Натуральное число – это число, которое употребляется при 
счете. Множеством натуральных чисел называют числовое 
множество, которое содержит число 1 и вместе с каждым своим 
элементом  содержит элемент n 1+n . Множество натуральных 
чисел обозначается { };...;n;...;; 321=N . Натуральные числа вме-
сте с противоположными им (отрицательными) числами и нулём 
образуют множество целых чисел { }...;...;;2;1;0 n±±±=Z . 
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Число p , представленное в виде 
n
mp = , где Z∈m , N∈n , 

называется рациональным числом. Множество рациональных 

чисел обозначается 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈= NZQ n,m

n
m | . Всякое рацио-

нальное число выражается или конечной десятичной дробью, 

или бесконечной периодической дробью. Например, 25,0
4
1
= , 

( )3,0...333,0
3
1

== .  

Числа, которые представляются бесконечными, но непе-
риодическими десятичными дробями, называются иррациональ-
ными числами. Такими числами являются 2 , 53− , π , …. 
Множество иррациональных чисел обозначается . Совокуп-
ность всех рациональных и иррациональных 
чисел называется множеством действи-
тельных чисел 

e
I

R . Между указанными мно-
жествами существует соотношение 

. RQZN ⊂⊂⊂
Множество R  действительных чисел обладает следующи-

ми свойствами. 
1. Множество R  упорядоченное. Для любых двух различ-

ных чисел  и  имеет место одно из двух соотношений a b ba <  
или . ab <

2. Множество R  плотное. Между любыми двумя различ-
ными числами  и  содержится бесконечное множество дей-
ствительных чисел 

a b
x , т.е. чисел, удовлетворяющих неравенству 

. bxa <<
3. Множество R  непрерывное. 
Действительные числа можно изображать точками число-

вой оси. Числовой осью называется бесконечная прямая, на ко-
торой выбраны: 1) некоторая точка , называемая началом от-
счёта; 2) положительное направление, которое указывается 
стрелкой; 3) масштаб для измерения длин. 

О
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Между всеми действительными числами и всеми точками 

числовой оси существует взаимно однозначное соответствие: 
каждому числу соответствует единственная изображающая его 
точка, и наоборот, каждой точке соответствует единственное 
число на числовой оси. Поэтому вместо слова «число» часто 
говорят «точка». 

§ 3. Числовые множества 
Опр. 1. Числовым множеством называется любое подмно-

жество множества R  действительных чисел. 
Опр. 2. Несобственными элементами множества R  назы-

вают объекты .,, ∞−∞∞+  
Геометрический смысл несобственных элементов: 

- несобственный элемент ∞+ )(−∞  можно получить, если 
удаляться от начала отсчета числовой оси неограниченно вправо 
(влево); 

- несобственный элемент ∞  можно получить, если уда-
ляться от начала отсчета числовой оси неограниченно. 

Таким образом, для любого действительного числа x  вы-
полняется: +∞<<∞− x . 

Рассмотрим некоторые из числовых множеств: 
[ ] { bxaxba }≤≤= |;  – отрезок;  
( ) { bxaxba }<<= |;  – интервал;  
[ ) { }bxaxba <≤= |;  и ( ] { }bxaxba ≤<= |;  – полуинтервалы 
(полусегменты); 
( ] { }bxxb ≤=∞− |; ; [ ) { }axxa ≥=+∞ |;  – замкнутые лучи; 
( ) { } ( ) { }axxa >bxxb <=∞− |; ; + =∞ |;  – открытые лучи;  
( ) { } R=+∞<<∞−=∞∞− xx |;  – множество действительных 
чисел. 

Опр. 3. Окрестностью (ε -окрестностью) числа R∈0x  
называют  интервал вида ( )εε +− 0; xx0  )0( >ε . Число  в 0x
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этом случае называют центром окрестности, число ε  называ-
ют радиусом окрестности. 

Будем рассматривать произвольное числовое множество . D
Опр. 4. Точку Dx ∈0  называют внутренней точкой число-

вого множества , если существует окрестность точки , це-
ликом принадлежащая множеству . 

D 0x
D

Опр. 5. Числовое множество  называют открытым, если 
каждая его точка является внутренней. 

D

Опр. 6. Точку  называют внешней точкой по отношению 
к числовому множеству , если существует окрестность точки 

, в которой не содержится точек множества . 

0x
D

0x D
Опр. 7. Если точка Dx ∈0  и является внешней точкой по 

отношению к числовому множеству , то ее называют изоли-
рованной точкой множества . 

D
D

Опр. 8. Точку  называют граничной точкой числового 
множества , если в любой, сколь угодно малой, окрестности 
точки  содержатся как внутренние, так и внешние точки мно-
жества . 

0x
D

0x
D

Замечание 1. Граничные точки числового множества  
могут принадлежать, а могут и не принадлежать ему. 

D

Опр. 9. Внутренние и граничные точки числового множества 
 называют предельными точками числового множества . D D
Опр. 10. Числовое множество  называется замкнутым, 

если оно содержит все свои предельные точки. 
D

Замечание 2. Числовое множество  может оказаться ни 
замкнутым, ни открытым.  

D

Замечание 3. В дальнейшем для краткости записи исполь-
зуются два символа (квантора): ∀  – квантор всеобщности и ∃  – 
квантор существования. Выражение «для любого элемента x  
множества A » записывается так: Ax∈∀ . Выражение «сущест-
вует хотя бы один элемент x  из множества » можно записать: 

. 
A

Ax∈∃
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§ 4. Модуль действительного числа 
Опр. Модулем (абсолютной величиной) действительного 

числа x  называется число x , если , и число 0≥x x− , если 
. 0<x

Модуль обозначается так: 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
.0,
,0,

xx
xx

x  

Геометрический смысл модуля действительного числа 

На числовой прямой x  численно равен расстоянию от на-
чала отсчета до точки, изображающей число x . 

Некоторые свойства модуля 

1. xxx −=∈∀ :R . 

2. 0: ≥∈∀ xx R . 

3. yxyxyx ⋅=⋅∈∀∈∀ :RR . 

4. { }
y
x

y
xyx =∈∀∈∀ :0\RR . 

5. yxyxyx +≤+∈∀∈∀ :RR . 

6. yxyxyx −≤−∈∀∈∀ :RR . 

7. .:0 axaaxax ≤≤−⇒≤≥∀∈∀ R  

8. .:0 axилиaxaxax ≥−≤⇒≥≥∀∈∀ R  

§ 5. Комплексные числа 
Комплексные, или мнимые, числа не только расширяют ми-

ровоззрение человека, но и лежат в основе мощнейшего аппара-
та математики – ТФКП (теории функций комплексного пере-
менного). С помощью этого раздела математики решают прин-
ципиальные задачи аэро- и гидродинамики (Н.Е. Жуковским 
рассчитана подъемная сила крыла самолёта), электротехники 
(практически любой раздел или направление), теории упругости 
(расчёты конструкций с отверстиями или границами произволь-
ной формы, тонкими вырезами) и т.д. 
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Без знания комплексных чисел невозможно решение боль-
шинства задач квантовой механики, спектроскопии физических 
процессов, динамики диспергирующих сред, физики элементар-
ных частиц, гидродинамики, волновых и колебательных процес-
сов, многих задач теории упругости и пластичности. 

Появление же собственно комплексных чисел было ответом 
на попытки человечества занумеровать точки плоскости и трёх-
мерного пространства; решить часто встречающиеся (колеба-
ния, собственные частоты) уравнения типа  (чем 
они «хуже» элементарно решаемого ?); найти имен-
но  корней из единицы (почти все студенты, не знакомые с 
комплексными числами, утверждают, что этот корень равен 1 и 
других значений нет) и т.д. 

022 =+ωx
022 =−ωx

n

Отечественные и зарубежные историки математики пришли 
к выводу, что комплексные числа впервые появились не позднее 
1545 года в трудах итальянского врача, фамилию которого зна-
ют практически все люди, – Джероламо Кардано («карданный 
вал», «карданов подвес», «карданная передача» – его изобрете-
ния). К сожалению, сам Кардано посчитал их «игрой разума» и 
«бесполезным понятием» (даже общепризнанный гений,           
И. Ньютон не считал нововведение числами и, почти как           
Г. Лейбниц, относил их к чему-то «загадочному» и «мистиче-
скому»). 

Первым пользу комплексных чисел оценил Рафаэль Бом-
белли. В изданной в г. Болонья в 1572 г. «Алгебре» он с их по-
мощью исследовал кубические уравнения, нашёл все три значе-
ния 3 1 , установил простейшие правила действий над этими 
числами. Но и после этого, более трёхсот лет, до самого конца 
XIX века, комплексные числа употреблялись мало, хотя методо-
логия работы с ними совершенствовалась и развивалась. «Бум» 
в области использования комплексных чисел произошёл только 
в конце XIX – XX вв. и был вызван необходимостью решения 
многих задач, поставленных пришедшейся на это время научно-
технической революцией. 

Опр. 1. Комплексным числом (к. ч.) z  называется упорядо-
ченная пара действительных чисел x  и : y ),( yxz = . 
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Число x  – действительная часть (д. ч.) и обозначается 
символом : zRe zx Re= (от лат. Realis – действительный), чис-
ло y  – мнимая часть (м. ч.) к. ч.  и обозначается z zIm : 

 (от лат. Imaginarius – мнимый). zx Im=
Если , то 0=y )0,(xz = , и к. ч.  совпадает с д. ч. z x . По-

этому . xx =)0,(
Опр. 2. К. ч.  называется мнимой единицей и обознача-

ется символом i : 
)1,0(

)1,0(=i . 
Опр. 3. Два к. ч. ),( yxz =  и ),( yxz −=  называются со-

пряженными к. ч. 
Например, сопряженным к числу )3,2(=z  является 

)3,2( −=z , к числу )2,3( −−=z  будет )2,3(−=z . 
Опр. 4. Два к. ч. ),( 111 yxz =  и  равны т. и т.т., 

когда  и 
),( 222 yxz =

21 xx = 21 yy =  (д. ч. и м. ч. этих чисел совпадают).  
Отношения меньше (больше) между к. ч. не существует. 
Опр. 5. Суммой к. ч. ),( 111 yxz =  и ),( 222 yxz =  называется 

к. ч. , определяемое следующим образом (сл. обр.): 21 zz +
),(),(),( 2121221121 yyxxyxyxzz ++=+=+ . 

Опр. 6. Произведением к. ч. ),( 111 yxz =  и ),( 222 yxz =  на-
зывается к. ч. 21 zz ⋅ , определяемое сл. обр.: 

),(),(),( 12212121221121 yxyxyyxxyxyxzz +−=⋅=⋅ . 
По определению 6, мнимая единица обладает следующим 

свойством:  
12 −=i . 

Действительно, 
1)0,1()0110,1100()1,0()1,0( −=−=⋅+⋅⋅−⋅=⋅=⋅ ii . 

Опр. 7. Запись iyxz +=  называется алгебраической фор-
мой к. ч. . z

).)1,0(
)1,0()0,(),0()0,(),((

iyxyx
yxyxyxz

+=⋅+=
=⋅+=+==

 



 106

Выберем ПДСК на евклидо-
вой плоскости. Так как к. ч. z  
является парой  действи-
тельных чисел 

),( yx
x  и y , то есте-

ственной геометрической ин-
терпретацией к. ч. является его 
изображение точкой M  на 
плоскости с декартовыми коор-

динатами x  и y  (рис.1). 
Множество действительных чисел изображается на оси 

абсцисс , которая называется действительной осью, 
множество всех мнимых чисел – на оси ординат  (кроме 
точки О ) – мнимая ось. 

)(OX
)(OY

К. ч. можно интерпретировать как радиус-вектор точки 
 – ),( yxM ОM . В таком истолковании евклидова плоскость 

называется комплексной плоскостью. 
Введем ПСК сл. обр.: полярную ось совместим с положи-

тельной полуосью , а полюс – 
с началом координат O . 

)(OX

Полярные координаты r  и ϕ  
точки z  называют соответственно 
модулем и аргументом к. ч. z . 

Обозначение:  
z  – модуль к. ч. ,  – аргу-

мент к. ч. , то есть 

z zarg

z zr = , zarg=ϕ . 

Так как ϕcosrx = , ϕsinry = , то  
)sin(cossincos ϕϕϕϕ irririyxz +=⋅+=+= . 

Опр. 8. Запись )sin(cos ϕϕ irz +=  называется тригоно-
метрической формой записи к. ч. . z

Аргумент к. ч. 00 ⋅+≠ iz  ( 0≠z ) определен с точностью 
до слагаемого kπ2 , Z∈k . Удобно работать с приведенным ар-
гументом zarg=ϕ , πϕπ ≤<−  (иногда считают πϕ 20 <≤ ). 

Из прямоугольного треугольника (рис. 1) 
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22 yxz += , 
x
y

=ϕtg , 0≠x . 

Так как 
2

arctg
2

πϕπ
<<− (из определения арктангенса), то: 

              
x
yarctg  при  (к. ч. 0>x z  в 1-й или 4-й четверти 

                             или на положительной части действительной  
                             оси) (рис. 2), 

              π+
x
yarctg  при 0<x ,  (к. ч.  во 2-й 0≥y z

                                    четверти или на отрицательной части  
                                    действительной оси (рис. 3), 

=ϕ     π−
x
yarctg  0<x , 0<y  (к. ч.  в 3-й четверти)          (1) z

                                                                                   (рис.4), 

             
2
π

 при 0=x ,  (к. ч. на положительной  0>y

                                                 части мнимой оси), 

              
2
π

−  при 0=x , 0<y  (к. ч. на отрицательной  

                                                       части мнимой оси). 
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Опр. 9. Запись  называется показательной формой 

записи к. ч.  (получается с использованием формулы Эйлера: 
, которая доказывается в теории рядов). 

ϕierz ⋅=
z

ϕϕϕ sincos iei +=
Действия над к. ч., записанными в разных формах, обобщим 

в табл. 8. 
Таблица 8 

Действия над к. ч. 
Действия Алгебраи- 

ческая 
Тригонометрическая Показа- 

тельная 

),( yxz = iy+  

)sin(cos ϕϕ ir + , 

где 22 yxr += ,  
ϕ  определяется  
по формуле (1)  

x ϕire  

),( yxz −=  iyx −  )sin(cos ϕϕ ir −  ϕire−  

21 zz ±  
)(

)(

21

21

yyi
xx
±+
+±

 
  

21 zz ⋅  
)(

)(

1221

2121

yxyxi
yyxx
++

+−
))sin(

)(cos(

21

2121

ϕϕ
ϕϕ

++
++

i
rr

 )( 21 ϕϕ +ierr 21  

2z
1z )0( 2 ≠z  

2
2

2
2

2112

2
2

2
2

2121

yx
yxyxi

yx
yyxx

+
−

+

+
+
+

 
))sin(

)(cos( 21
2

1

ϕ−ϕ+

+ϕ−ϕ

i
r
r

21

 )(1 21 ϕϕ −ier

2r
 

nz ,  ∈n N
 )sin(cos ϕϕ ninr n +  

формула Муавра 

ϕinn er ⋅  
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Окончание табл. 8 

n z ∈ N, n  

 

),2sin

2(cos

n
ki

n
kzn

k

πϕ

πϕω

+
+

+
+

⋅=

1,0 −= nk  

n
ki

n

k

ez
πϕ

ω
2+

=

=
 

1,0 −= nk  

Замечание 1. Умножение к. ч. производится по правилу 
умножения многочленов с учетом того, что . 12 −=i

Замечание 2. Деление к. ч. производится по правилу 

22

21

2

1

zz
zz

z
z

⋅
⋅

=  (необходимо числитель и знаменатель домножить 

на к. ч., сопряженное к знаменателю). 
Извлечение корня из к. ч. 

Теорема. При 0≠z  существует ровно  различных кор-
ней 

n

kω  из числа n z , которые вычисляются по формулам: 

)2sin2(cos
n

ki
n

kzn
k

πϕπϕω +
+

+
⋅=  или n

ki
n

k ez
πϕ

ω
2+

= ,(2) 

где n z  – арифметический корень из положительного числа 

z , 1,0 −= nk . 

Из формулы (2) следует, что все комплексные числа kω  

)1,...,2,1,0( −= nk  имеют один и тот же модуль n z , а аргу-

менты точек kω  и 1+kω  отличаются друг от друга на 
n
π2

. Сл-но, 

комплексные числа kω  располагаются на окружности радиусом 

n zR =  с центром в начале координат в вершинах правильного 

-угольника. n
Пример 1. Найти . 11)1( i−
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◄ Запишем число iz −=1  в тригонометрической форме. 

Здесь , 1=x 1−=y , 2)1(1 22 =−+=z . К. ч. iz −=1  рас-
положено в 4-й четверти, сл-но, по формуле (1) 

4
)1(arctg

1
1arctg π

−=−=
−

=ϕ . 

Тогда 

)
4

sin
4

(cos2))
4

sin()
4

(cos(21 ππππ iiiz −==−+−⋅=−= . 

По формуле Муавра )11( =n : 

=+⋅−⋅=−−⋅=

=−−⋅=
π

−
π

⋅=

=
π

+π−
π

+π⋅=

=
π
⋅−

π
⋅⋅=−

− )1()2()2()
2

1
2

1()2(

)
2
2

2
2()2())

4
3sin()

4
3(cos()2(

))
4

32sin()
4

32(cos()2(

))
4

11sin()
4

11(cos()2()1(

11111

1111

11

1111

ii

ii

i

ii

 

).1(32)1()2()1()2()2( 10111 iii +⋅−=+⋅−=+⋅⋅−= − ► 

Пример 2. Найти 4 1 i− . 
◄ По формуле (2), последовательно полагая 3,2,1,0=k , 

получаем четыре значения корня из к. ч. iz −=1 : 

),
16

sin
16

(cos2

)
4

02sin
4

02(cos2

8

444
0

π
−

π
=

=
⋅π+−

+
⋅π+−

⋅=ω
ππ

i

i
 

),
16
7sin

16
7(cos2

)
4

12sin
4

12(cos2

8

444
1

π
+

π
=

=
⋅π+−

+
⋅π+−

⋅=ω
ππ

i

i
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),
16

15sin
16

15(cos2

)
4

22sin
4

22(cos2

8

444
2

π
+

π
=

=
⋅π+−

+
⋅π+−

⋅=ω
ππ

i

i
 

=
⋅π+−

+
⋅π+−

⋅=ω
ππ

)
4

32sin
4

32(cos2 444
3 i  

).
16

23sin
16

23(cos28 ππ i+= ► 

Пример 3. Решить уравнение . 05)23(2 =−++−+ iziz
◄ Это квадратное уравнение относительно . Здесь z 1=a , 

, ib 23+−= ic −= 5 . По формуле корней квадратного уравне-
ния: 

.
2

81523
12

)5(4)23()23(
2

2

ii

iii
a

Dbz

−−+−
=

=
⋅

−−+−++−−
=

+−
=

 

Далее необходимо извлечь корень из к. ч. i815−− . Можно 
применить формулу (2). Покажем другой ход решения. 

Запишем равенство iyxi +=−− 815 . 
Возведем обе части в квадрат , 2)(815 iyxi +=−−

но , сл-но, ixyyxiyxiyxiyx 2))(()( 222 +−=++=+
ixyyxi 2815 22 +−=−− . 

По определению 4: 

⎩
⎨
⎧

−=
−=−

.82
,1522

xy
yx

 

Решая систему, находим 11 =x , 41 −=y и 12 −=x , 42 =y . 
Окончательно 
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iiiiz 32
2

64
2

)41(23
1 −=

−
=

−+−
= , 

.1
2

)41(23
2 iiiz +=

+−+−
=  ► 

Пример 4. Дать геометрическое описание множества точек 
комплексной плоскости, удовлетворяющих условиям: 

а . 
⎩
⎨
⎧

≤

<≤

.0Im
,41

z
z

 б . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤<

=−

.
36

,1
πϕπ

iz
 

◄ . Запишем к. ч. a z  в алгебраической форме iyxz += , 
тогда из условия  

⎩
⎨
⎧

≤

<≤

,0Im
,41

z
z

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

<+≤

0
,41 22

y
yx ⇒

⎩
⎨
⎧

≤
<+≤

.0
,41 222

y
yx

 

Искомое множество точек изо-
бражено на рис. 5. 

б . 22 )1()1( −+=−+=−+=− yxyixiiyxiz , по ус-

ловию 1<− iz , тогда .1)1(1)1( 2222 =−+⇒=−+ yxyx  
Искомое множество точек изображено на рис. 6.► 
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ГЛАВА 6. ФУНКЦИЯ 

§ 1. Понятие функции. График функции. 
Способы задания функции 

Математическим анализом называют систему дисциплин, 
предметом изучения которых являются количественные соот-
ношения действительного мира (в отличие от геометрических 
дисциплин, занимающихся его пространственными свойствами). 
Эти соотношения выражаются с помощью числовых величин, 
как и в арифметике. Но в арифметике (и в алгебре) рассматри-
ваются преимущественно постоянные величины (они характери-
зуют состояния), в анализе же – переменные величины (харак-
теризующие процессы). В основе изучения зависимости между 
переменными величинами лежат понятия функции и предела.  

Понятие функции – одно из основных математических по-
нятий, оно относится к установлению соответствия между эле-
ментами двух множеств. 

Опр. 1. Если задано правило , по которому каждому эле-
менту 

f
x  из множества X  поставлен в соответствие единствен-

ный элемент  из множества y Y , то говорят, что на множестве 
X  задана функция )(xfy = , Xx∈ , Yy∈ . 

Множество X  называется областью определения функции 
(ООФ) и обозначается . Множество изменения функции )( fD
Y  называется областью значений функции (ОЗФ) и обозначает-
ся . )( fE

В дальнейшем будем рассматривать числовые функции, т.е. 
функции, у которых ООФ и ОЗФ являются числовыми множест-
вами  В этом случае переменная величина ., RR ⊂⊂ YX x  
называется независимой переменной или аргументом, величина 

 – зависимой переменной или функцией (от y x ). Число , со-
ответствующее данному значению 

y
x , называется частным зна-

чением функции в точке x . 
Опр. 2. Множество точек ( ))(, xfx  плоскости  назы-

вается графиком функции 
XOY

)(xfy = . 
Функция может быть задана:  
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1) аналитически (с помощью формул);  
2) графически;  
3) с помощью таблицы. 
При аналитическом задании функция может быть опреде-

лена: 
1) явно – уравнением вида )(xfy =  или 

⎩
⎨
⎧

⊂∈
⊂∈

=
);(),(
),(),(

22

11

fDDxxf
fDDxxf

y  

2) неявно – уравнением вида 0),( =yxF ; 
3) параметрически – с помощью вспомогательной пере-

менной – параметра –  
⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(
tyy
txx

.R⊂∈Tt  

Примеры 
1. Явное задание: 
1) xy = ,  

{ } { }+∞<≤== xxxfD 0|)( , 
{ } { }+∞<≤== xyyfE 0|)( ; 

2) функция Дирихле  
⎩
⎨
⎧

−
−

=
;,1

,,0
оерациональнх
ьноеиррационалх

y

3)  – целая часть [ ]xy = x  (наибольшее целое, не превосхо-
дящее x ), 

{ } { }R∈== xxfD )( , 
{ } { }Z∈== yyfE )( ; 
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4)  определяет знак xy sign= x , 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>

=
.0,1

,0,0
,0,1

sign
x

x
x

x   

 

2. Неявное задание: 
1) . Нельзя в явном виде выразить 0sin =−+ yxexy y  че-

рез x ; 
2) уравнение 0),( =yxF  может определять не одну, а не-

сколько функций вида )(xfy = . Так, уравнение  
определяет две функции: 

0122 =−+ yx

2
1 1)( xxfy −+==  и 2

2 1)( xxfy −−== . 
3. Параметрическое задание: 

⎩
⎨
⎧

=
=

,sin
,cos

ty
tx

 π≤≤ t0 . 

Данная система задает верхнюю половину окружности еди-
ничного радиуса. 

Аналитический способ задания функции является наиболее 
точным и предпочтительным для дальнейшего исследования 
функции методами математического анализа. Графическое и 
табличное описание возникает, например, при исследовании 
экспериментально наблюдаемых функциональных зависимо-
стей, но и в этом случае обычно подбирают подходящую анали-
тическую формулу, с достаточной степенью точности воспроиз-
водящую экспериментальные данные (так называемая аппрок-
симация). 

§ 2. Основные характеристики функции 
Опр. 1. Функция  с симметричной относительно нуля 

областью определения 
)(xf

X  называется четной, если для любого 
 выполняется равенство Xx∈ )()( xfxf −= . 
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Из определения четной функции следует, что ее график 
симметричен относительно оси ординат. Например, функции 

, 2xy = xy =  являются четными. 

Опр. 2. Функция  с симметричной относительно нуля 
областью определения 

)(xf
X  называется нечетной, если для любо-

го  выполняется равенство Xx∈ )()( xfxf −=− . 
График нечетной функции симметричен относительно на-

чала координат. Например, функции  и 3xy = xy 2=  являются 
нечетными. 

Функция  не является ни четной, ни нечетной, 
так как . Такие функции называются 
функциями общего вида. 

xxy += 2

yxxxx ±≠−=−+− 22 )()(

Опр. 3. Функция )(xfy =  называется периодической, если 
существует такое число 0≠T , что для любого Xx∈  выполне-
ны условия:  

1) ;; XTxXTx ∈−∈+  
2) )()( xfTxfy =+= .  
Число T  называется периодом функции )(xfy = . 
Наименьший положительный период называют основным 

периодом функции . оснT
Если функция )(xfy =  периодическая с основным перио-

дом , то период функции оснT )( akxfy +=  равен 
k

Tосн . 

Множество значений числовой функции может быть огра-
ниченным, ограниченным сверху (снизу) и неограниченным. В 
соответствии с этим подразделяются и сами функции. 

Опр. 4. Функция  называется ограниченной на множестве 
, если существует положительное число 

f
)( fDX ⊂ M  такое, 

что для всех Xx∈  выполняется Mxf ≤)( . 
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Например, функция xy sin=  ограничена на всей числовой 
оси;  ограничена на любом промежутке конечной длины, 
но не ограничена на всей области определения 

3xy =
R∈x . 

Пусть  определена на множестве  и множе-
ство . 

)(xfy = )( fD
)( fDX ⊂

Опр. 5. Если для любых :, 21 Xxx ∈  
)()( 2121 xfxfxx <⇒< , то  возрастающая на )(xf X ; 
)()( 2121 xfxfxx ≤⇒< , то  неубывающая на )(xf X ; 
)()( 2121 xfxfxx >⇒< , то  убывающая на )(xf X ; 
)()( 2121 xfxfxx ≥⇒< , то  невозрастающая на )(xf X . 

Все четыре типа в совокупности называются монотонными 
на X , а возрастающие и убывающие – строго монотонными на 
X . 

§ 3. Понятие обратной и сложной функции 
Если уравнение ( )xfy =  может быть однозначно разреше-

но относительно переменной х, т.е. существует функция 
, такая, что ( )ygx = ( )( )ygfy = , то функция ( )ygx = , или в 

стандартных обозначениях ( )xgy = , называется обратной  по 
отношению к ( )xfy = . Очевидно, что ( )( ) xxfg = , т.е. функ-
ции  и ( )xf ( )xg  являются взаимно обратными. 

Например,  обратная к 2xy = xy =  при 
).,0[),,0[ +∞∈+∞∈ yx  

Если  и f g  – функции одной переменной, то функция , 
определенная соотношением  на области 

h
))(()( xfgxh =

)}()(:)({)( gDxffDxhD ∈∈= , называется сложной функци-
ей (суперпозицией или композицией ) функций  и xfgh )( o= f
g . 

Например, . Здесь . xy 2sin= )()(,sin)( 2 xfxgxxf ==
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§ 4. Основные элементарные функции 

1. Степенная функция   rxy =

 
n
mr = , где 

m  – четное, 
n  – нечетное 

n
mr = , где 

m ,  – нечетныеn
n
mr = , где 

m  – нечетное, 
n  – четное, или 
r  – иррациональ-
ное 

1>r  

 

10 << r  

  

0<r  

 
2. Показательная функция  ( )xay = 1,0 ≠> aa  

y

x

a>1

1

y

x

0 1<a<

1
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3. Логарифмическая функция xy alog=  ( )1,0 ≠> aa  
( ) ( )+∞= ;0fD , ( ) R=fE . 

y

x

a>1

1

y

x

0 1<a<

1

 
4. Тригонометрические функции 

y

x

y=  xsin

1 1

y
y  x=cos

x

2 62

D f( )=R D f( )=R
E f( )=[-1;1] E f( )=[-1;1]

-π -π -ππ ππ π3π 3π
2 22 22 2-1 -1

xy sin
 

Функции =  и xy cos=  являются периодическими с 
наименьшим положительным периодом π2=T . 

 
Функции xy tg=  и xy ctg=  имеют наименьший положи-

тельный период π=T . 
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5. Обратные тригонометрические функции 

 

 
6. Гиперболические функции 

2
sh

xx eexy
−−

==                                    
2

ch
xx eexy

−+
==  

(гиперболический синус)             (гиперболический косинус) 

                                 

x
x

ee
eexy xx

xx

ch
shth =

+
−

== −

−

        
x
x

ee
eexy xx

xx

sh
chcth =

−
+

== −

−

 

(гиперболический тангенс)       (гиперболический котангенс) 
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Опр. 1. Элементарной называется функция, записанная од-

ной формулой и составленная из основных элементарных функ-
ций с помощью символов четырех арифметических действий 

 и операции суперпозиции функций. /,,, ⋅−+

Например, 
x

y
x

2

cos

log1
2
+

=  – элементарная функция. 

Опр. 2. Функцию называют рациональной, если в ней над 
аргументом х  проводится конечное число операций сложения, 
вычитания, умножения, деления и возведения в степень (обо-
значается ). )(xR

Замечание. К рациональным функциям относятся: много-
член (полином, целая рациональная функция) степени N∈n  с 
вещественными коэффициентами  

01
1

1 ...)( axaxaxaxP n
n

n
nn ++++= −

−  )0( ≠na  
и дробно-рациональная функция – отношение двух многочленов.  

Опр. 3. Функцию называют иррациональной, если в составе 
алгебраических операций над аргументом х  имеется извлече-
ние корня. 

Опр. 4. Рациональные и иррациональные функции называ-
ют алгебраическими. 

Опр. 5. Функции  xay = )1,0( ≠> aa , xy alog=  
 ),0,0( ≠> aa xy sin= , xy cos= , xy tg= , xy ctg= , 

, xy arcsin= xy arccos= , xy arctg= , xy arcctg= , а также 
составленные из них с помощью конечного числа алгебраиче-
ских операций элементарные функции называют трансцен-
дентными. 
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ГЛАВА 7. ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  
И ФУНКЦИИ 

Понятие предела является одним из основных понятий всей 
математики, через понятие предела вводятся такие фундамен-
тальные понятия математики, как производная, определенный 
интеграл и т.д. 

Понятие предела впервые определено Валлисом (Arithme-
tica infinitorum, 1655 г.) и шотландским математиком Дж. Грего-
ри. Валлис применял совершенно строгую процедуру вычисле-
ния предела: после составления числовой последовательности и 
установления ее общего члена следовало доказательство того, 
что ,ε<− aan  начиная с некоторого номера . Слово «пре-εN
дел» – лимит – произошло от латинского limes – межа, граница, 
граничный камень. Словом limes впервые воспользовался Нью-
тон, а употребляемый всюду символ lim ввел впервые, по-
видимому, Люилье (1786 г.). 

Определение предела с ε  и δ  дал Коши в 1820 г. Выраже-
ния «ε  – метод доказательства», «ε  – определение» стали при-
вычными в математике после работ Вейерштрасса. Уже в 1861 
году интуитивное выражение «стремится к...» Вейерштрасс за-
менил точными формулировками на языкеε –δ , ввел понятие 
«ε  – окрестность точки», «верхней и нижней границ». Обозна-
чения ( ) ( )0,0 00 −+ xfxf  для пределов справа и слева ввел 
Дирихле (1837 г.). 

§ 1. Предел числовой последовательности 
Пусть { }...,...,,21 n,=N . 
Опр. 1. Если любому натуральному значению  ставится в 

соответствие единственное значение 
n

R∈na , то говорят, что 
задана числовая последовательность , ( )na N∈n ,  называ-
ется n -м членом последовательности.  

na

Последовательность принято обозначать ( )na , ( )nx , ( )nα  и 
т.д. 
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Из определения 1 следует, что задание числовой последова-
тельности равносильно заданию некоторой функции ( )nf  нату-
рального аргумента. 

Примеры числовых последовательностей: 

1) ...,1...,,
3
1,

2
1,1:1

nn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ; 

2) ( ) ...,1...,,8,3,0:1 22 −− nn ; 
3)  – стационарная последовательность. ( ) ...,1...,,1,1,1:1
Опр. 2. Число  называется пределом последовательности 
, если для любого положительного числа 

a
( )na ε  существует на-
туральное число  такое, что для всех членов последователь-

ности с номерами  выполняется неравенство 
εN

εNn > ε<− aan . 

Обозначается nn
aa

+∞→
= lim . 

( ) ( )ε<−>∀∈∃>ε∀⇔= εε+∞→
aaNnNaa nnn

:0lim N . 

Опр. 3. ( )∞∞−+∞=
+∞→

,lim nn
a , если 

( )еaе,aеa:NnNе nnn >−<>>∀∈∃>∀ εε N0 . 

Опр. 4. Последовательность ( )na  называется сходящейся, 
если R∈=

+∞→
aann

lim ; если предел равен ∞+  или ∞−  или не 

существует вовсе, то последовательность ( )na  называется рас-
ходящейся. 

Если последовательность имеет конечный предел, то он 
единственный. 

Пусть R∈=
+∞→

aann
lim , R∈=

+∞→
bbnn

lim . Тогда:  

1) существует ( ) baba nnn
±=±

+∞→
lim ; 

2) существует ( ) baba nnn
⋅=⋅

+∞→
lim ; 

3) если 0≠∈∀ nb:n N  и 0≠b , то существует 
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b
a

b
a

n

n

n
=

+∞→
lim . 

Опр. 5. Последовательность ( )nα  называется бесконечно 
малой, если 0lim =

+∞→ nn
α , т.е. 

ε<α>∀∈∃>ε∀ εε nNnN :0 N . 
Примерами бесконечно малых последовательностей явля-

ются ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
1

, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n2
1

, 
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
2

1
n

n

, ( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
+1ln

1
n

 и т.д. 

Опр. 6. Последовательность ( )nβ  называется бесконечно 
большой, если +∞=

+∞→
nn

βlim , т.е.  

εβε εε >>∀∈∃>∀ nNnN :0 N . 
Примерами бесконечно больших последовательностей яв-

ляются , ( )n ( )( )nn1− , ( )n3 , ( )2n  и т.д. 

§ 2. Предел функции и его свойства 
Пусть функция )(xfy =  задана на множестве действи-

тельных чисел R . Выберем последовательность значений 
 такую, что ( ) R⊂nx +∞=

+∞→ nn
xlim . Этой последовательности 

соответствует последовательность значений функции ( ))( nxf . 
Опр. 1. Число  называют пределом функции  при А )(xf
+∞→x , если для любой последовательности ( ) R⊂nx  такой, 

что +∞=
+∞→ nn

xlim , соответствующая последовательность 

 сходится к числу  ( )( nxf ) A ))(lim( Axf nn
=

+∞→
. Факт существо-

вания предела функции при +∞→x  записывается так: 
Axf

x
=

+∞→
)(lim .  

Аналогично определяют предел функции при −∞→x . 
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Пусть функция )(xfy =  задана на числовом множестве 
R⊂X . Выберем последовательность значений ( ) Xxn ⊂  та-

кую, что 0lim xxnn
=

+∞→
 (число может и не принадлежать мно-

жеству 
0x

X ). Этой последовательности соответствует последова-
тельность значений функции ( ))( nxf . 

Опр. 2 (определение предела функции по Гейне). Число  
называют пределом функции 

А
)(xfy =  в точке  (при ), 

если для любой последовательности точек 
0x 0xx →

( ) Xxn ⊂ , отличных 
от , такой, что 0x 0lim xxnn

=
+∞→

, соответствующая последователь-

ность  сходится к числу ( )( nxf ) A  ))(lim( Axf nn
=

+∞→
. Факт су-

ществования предела функции при  записывают так: 
.  

0xx →
Axf

xx
=

→
)(lim

0

Опр. 3 (определение предела функции по Коши). Число  
называется пределом функции 

A
)(xfy =  в точке , если для 

любого положительного числа 
0x

ε  существует положительное 
число δ  такое, что для всех x , удовлетворяющих условию 

δ<−< 00 xx , выполняется неравенство ( ) ε<− Axf . 

Опр. 4. Функцию )(xfy =  называют бесконечно малой 
функцией при , если . 0xx → 0)(lim

0

=
→

xf
xx

Опр. 5. Функцию )(xfy =  называют бесконечно большой 
функцией при , если 0xx → )()(lim

0

±∞∞=
→

xf
xx

. 

Опр. 6. Число  называют левосторонним пределом функ-
ции  в точке  (пределом слева), если для любой по-
следовательности 

А
)(xfy = 0x

( ) fn Dx ⊂  такой, что для любого N∈n  

, из соотношения 0xxn < 0lim xxnn
=

+∞→
 следует, что 

. Обозначение: Axf
n

=
+∞→

)(lim .)(lim
00

Axf
xx

=
−→
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Опр. 7. Число А  называют правосторонним пределом 
функции  в точке  (предел справа), если для любой 
последовательности 

)(xfy = 0x
( ) fn Dx ⊂  такой, что для любого N∈n  

, из соотношения nxx <0 0lim xxnn
=

+∞→
 следует, что 

. Обозначение: Axf nn
=

+∞→
)(lim Axf

xx
=

+→
)(lim

00

. 

Свойства пределов функций 
1. Если предел функции в точке существует, то только 

один. 
2. Функция )(xfy =  имеет в точке  предел т. и т. т., ко-

гда левосторонний и правосторонний пределы в этой точке су-
ществуют и равны между собой. В этом случае 

0x

.)(lim)(lim)(lim
000 00

Axfxfxf
xxxxxx

===
→−→+→

 

3. Если функции )(xfy =  и  определены на мно-
жестве 

)(xgy =
R⊂D , Axf

xx
=

→
)(lim

0

, Bxg
xx

=
→

)(lim
0

 ),( RR ∈∈ BA , 

то ,))()((lim
0

BAxgxf
xx

±=±
→

 ,)()(lim
0

ABxgxf
xx

=
→

 

,
)(
)(lim

0 B
A

xg
xf

xx
=

→
 (для всех Dx∈  , 0)( ≠xg 0≠B ). 

4. Если Axf
xx

=
→

)(lim
0

 ( R∈A ) и R∈k , 0≠k , то 

kAxfkxkf
xxxx

==
→→

)(lim)(lim
00

. 

5. Если Axf
xx

=
→

)(lim
0

 ( R∈A ), то в некоторой окрестности 

точки  справедливо представление 0x )()( xaAxf += , где 
.  0)(lim

0

=
→

xa
xx

6. Пусть:  функции  определены в некоторой ок-
рестности точки ;  

)1 hgf ,,

0x )2 Axgxf
xxxx

==
→→

)(lim)(lim
00

, )( R∈A ; 
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)3  выполняется неравенство ).()()( xgxhxf ≤≤  Тогда 
 .)(lim

0

Axh
xx

=
→

7. Пусть:  функции  и )1 f g  определены на числовых мно-
жествах  и  соответственно;  fD gD )2 gDx ∈0 , , 

;  
fg DDg ⊂)(

fDy ∈0 )3 0)(lim
0

yxg
xx

=
→

;  для всех )4 gDx∈  0)( yxg ≠ ; 

  )5 Ayf
yy

=
→

)(lim
0

)( R∈A . Тогда .)(lim))((lim
00

Ayfxgf
yyxx

==
→→

 

Свойства бесконечно малых и бесконечно больших функций 
1. Если )(xfy =  – бесконечно малая функция при  

и для всех  

0xx →

fDx∈ 0)( ≠xf , то 
)(

1
xf

y =  – бесконечно боль-

шая функция при  и наоборот. 0xx →
2. Произведение бесконечно малой функции при  и 

ограниченной функции есть бесконечно малая функция при 
.  

0xx →

0xx →
3. Произведение бесконечно большой функции при  

и ограниченной функции есть бесконечно большая функция при 
. 

0xx →

0xx →
4. Сумма конечного числа бесконечно малых функций при 

 есть бесконечно малая функция при . 0xx → 0xx →
5. Произведение конечного числа бесконечно малых функ-

ций при  есть бесконечно малая функция при . 0xx → 0xx →

Опр. 8. Неопределенностью вида 
∞
∞

 при  называют 

предел вида 

0xx →

)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
, если )()(lim

0

±∞∞=
→

xf
xx

,  

).()(lim
0

±∞∞=
→

xg
xx
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Опр. 9. Неопределенностью вида 
0
0

 при  называют 

предел вида 

0xx →

)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
, если , 0)(lim

0

=
→

xf
xx

0)(lim
0

=
→

xg
xx

. 

Опр. 10. Неопределенностью вида ∞−∞  при  на-

зывают предел вида 
0xx →

))()((lim
0

xgxf
xx

−
→

, если  

)()(lim
0

−∞+∞=
→

xf
xx

, )()(lim
0

−∞+∞=
→

xg
xx

. 

Опр. 11. Неопределенностью вида ∞1  при  называ-

ют предел вида , если 
0xx →

)())((lim
0

xg

xx
xf

→
1)(lim

0

=
→

xf
xx

, 

)()(lim
0

±∞∞=
→

xg
xx

. 

Опр. 12. Неопределенностью вида ∞0  при  назы-

вают предел вида , если 
0xx →

)())((lim
0

xg

xx
xf

→
0)(lim

0

=
→

xf
xx

, 

)()(lim
0

±∞∞=
→

xg
xx

. 

Опр. 13. Неопределенностью вида 0∞  при  назы-

вают предел вида , если 
0xx →

)())((lim
0

xg

xx
xf

→
)()(lim

0

±∞∞=
→

xf
xx

, 

. 0)(lim
0

=
→

xg
xx

Замечательные пределы 
Первый замечательный предел:  

1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

Данный предел позволяет 
сделать вывод о том, что чем 
меньше x  отличается от нуля, 
тем меньше отличие ординат 
функций xy sin=  и xy = , а 
при  их значения совпада-0=x
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ют (это позволяет с высокой точностью при очень малых x  оп-
ределять приближенное значение ). xsin

Следствия из первого замечательного предела 

Если , то: 0→x Если 0)(lim
0

=
→

x
xx
α , то: 

1) ;1tglim
0

=
→ x

x
x

 5) ;1
)(

)(sinlim
0

=
→ x

x
xx α

α
 

2) ;1arcsinlim
0

=
→ x

x
x

 6) ;1
)(
)(tglim

0

=
→ x

x
xx α

α
 

3) ;1arctglim
0

=
→ x

x
x

 7) ;1
)(

)(arcsinlim
0

=
→ x

x
xx α

α
 

4) 
2
1cos1lim 20

=
−

→ x
x

x
 8) ;1

)(
)(arctglim

0

=
→ x

x
xx α

α
 

 
9) 

2
1

))((
)(cos1lim 2

0

=
−

→ x
x

xx α
α

 

Второй замечательный предел: 

e
xx

x

x

x

x
=+=+

−∞→+∞→
)11(lim)11(lim . 

Число  – иррациональное (так же, как и число e π ) и может 
быть записано в виде бесконечной десятичной непериодической 
дроби ; играет важную роль в вычислительной 
математике, служа, в частности, основанием натурального лога-
рифма, обозначаемого 

...71828,2=e

xx elogln = . Функцию  называют 
экспоненциальной функцией (иногда обозначается как 

xey =
xexp ). 
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Следствия из второго замечательного предела 

Если , то: 0→x Если 0)(lim
0

=
→

x
xx
α , то: 

1)  ;)1(lim /1

0
ex x

x
=+

→
7) ;)

)(
11(lim )(

0

e
x

x

xx
=+

→

α

α
 

2) ;ln1lim
0

a
x

ax

x
=

−
→

 8) ;ln
)(

1lim
)(

0

a
x

a x

xx
=

−
→ α

α
 

3) ;11lim
0

=
−

→ x
ex

x
 9) ;1

)(
1lim

)(

0

=
−

→ x
e x

xx α

α
 

4) ;
ln
1)1(loglim

0 ax
xa

x
=

+
→

 10) ;
ln
1

)(
))(1(loglim

0 ax
xa

xx
=

+
→ α

α

5) ;1)1ln(lim
0

=
+

→ x
x

x
 11) ;1

)(
))(1ln(lim

0

=
+

→ x
x

xx α
α

 

6) m
x

x m

x
=

−+
→

1)1(lim
0

 12) m
x

x m

xx
=

−+
→ )(

1))(1(lim
0 α

α
 

Некоторые значения пределов функций 

.1  

)0(

01lim

>

=
+∞→

k
xkx  

 

.2  

)0(

01lim

>

=
−∞→

k
xkx  

.3  

)0(

1lim
0

>

+∞=
+→

k
xkx

.4  

,12,
,2,

1lim
0

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
+=∞−

=∞+
=

=
−→

Nn
nk
nk

xkx
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.5   

)1(

lim

>
+∞=

=
+∞→

a

ax

x

 

 

.6  

)1(

0lim

>

=
−∞→

a

ax

x  

.7  

)10(

lim

<<

+∞=
−∞→

a

ax

x

.8  

)10(

0lim

<<

=
+∞→

a

ax

x  

9.  

)1(

loglim
0

>
−∞=

=
+→

a

xax

 

.10

)1(

loglim

>

+∞=
+∞→

a

xax  

.11  

)10(

loglim

<<

−∞=
+∞→

a

xax

 

.12   

)10(

loglim
0

<<

+∞=
+→

a

xax  

.13 .14 .15

)0(

lim

>
+∞=

=
+∞→

k

xk

x

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
+=∞−

=∞+
=

=
−∞→

Nn
nk
nk

xk

x

,12,
,2,

lim

 

lim +∞=
+∞→

k
x

x

 

.16  

)(

lim

нечетноеk

xk

x

−

−∞=
−∞→  

17. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

>∞
<

=
∞→

,,

,,
,,0

)(
)(lim

mn
b
a

mn
mn

xQ
xP

n

n
m

n
x

 

где   ,...)( 01 axaxaxP n
nn +++=

01...)( bxbxbxQ m
mm +++=  
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§ 3. Техника вычисления пределов 
3.1. Предел числовой последовательности 

Пример 1. Пусть 
12 +

=
n
nxn  ( )N∈n . Доказать, что 

2
1lim =

∞→ nn
x . 

◄ Напомним, что задание числовой последовательности 
равносильно заданию некоторой функции ( )nf  натурального 
аргумента. Если эта функция имеет не очень сложную структу-
ру, т.е. имеет достаточно простое аналитическое выражение, то 
для вычисления предела можно использовать непосредственно 
само определение, т.е. для 0>∀ε  найти такое число 

ε NN = )(ε , что ε<− axn  для εNn >∀ .  В нашем случае 
имеем 

ε<
+

=
+

−=−
+

=−
)12(2

1
)12(2

1
2
1

12 nnn
naxn . 

Теперь выясним, существует ли такое число , чтобы для εN
всех элементов  данной последовательности, номера п кото-nx
рых больше , выполнялось неравенство εN ε<− axn . Для это-

го решим неравенство ε<
+ )12(2

1
n

 относительно :  n

,
2
1121)12(2

)12(2
1

ε
εε >+⇒>+⋅⇒<

+
nn

n
 так как 0>ε . 

Из последнего неравенства окончательно имеем 
ε
ε

4
21−

>n . 

Заметим, что если ε  – произвольное сколь угодно малое поло-

жительное число, то величина 
ε
ε

4
21−

 будет достаточно боль-

шим положительным числом. Тогда за искомое число  мож-εN
но взять любое натуральное число, лежащее правее точки 
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ε
ε

4
21−

, например ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
−

= 1
4

21
ε
ε

εN  (выражение [ ]a  означает 

целую часть некоторого числа ). Т.о., для a 0>∀ε  мы опреде-

лили число )(εε NN = , что неравенство ε<−
+ 2

1
1n2

n
 выпол-

няется при всех . Сл–но, по определению предела число-εNn >

вой последовательности, нами доказано, что 
2
1

12
lim =

+∞→ n
n

n
. ► 

Пример 2. Пусть .
423

2
2

2

−+
+−

=
nn

nnxn  Доказать, что последо-

вательность  будет сходящейся. Чему равен предел этой по-( )nx
следовательности? 

◄ В отличие от предыдущего примера предельное значение 
a , к которому стремится  при , неизвестно, более то-nx ∞→n
го, у нас нет даже уверенности, что оно существует. Поэтому 
необходимо подробнее описать поведение общего члена нашей 
последовательности при изменении , для этого преобразуем n

nx  следующим образом: 
 

 
 
 
 

.423

211

423

211

423
2

2

2

2
2

2
2

2

2

nn

nn

nn
n

nn
n

nn
nnxn

−+

+−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=
−+
+−

=

 

Очевидно, слагаемые 2

1,1
nn

 при ∞→n  становятся и ос-

таются сколь угодно малыми, в таком случае выражение в пра-
вой части полученного равенства, похоже, должно стремиться к 

3
1

. Т.о., у нас возникло предположение, что пределом данной 

последовательности должно быть число 
3
1

. 
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Надо подчеркнуть особо, что полученный вывод не может 

служить доказательством того, что существует 
3
1lim =

∞→ nn
x ! Ут-

верждение, что предел данной последовательности существует и 

равен 
3
1

, можно считать доказанным, если для 0>∀ε  найдем 

номер  такой, что для всех  будет выполняться нера-εN εNn >
венство  

ε<−
−+
+−

3
1

423
2

2

2

nn
nn

.   (1) 

С этой целью рассмотрим разность  

)423(3
105

3
1

423
2

22

2

−+
+−

=−
−+
+−

nn
n

nn
nn

 

и оценим ее абсолютную величину. Для  имеем: 2>n

,1
23

5
)43(3

5
)423(3

105
3
1

423
2

2222

2

nn
n

n
n

nn
n

nn
nn

<
⋅

<
−

<
−+

+−
=−

−+
+−

 

так что это выражение меньше ε , если 
ε
1

>n . Если ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
εε
1N , 

то при всех  неравенство (1) выполняется. Этим доказа-εNn >

но, что существует 
3
1lim =

∞→ nn
x .► 

Итак, в примерах 1 и 2 с помощью не очень сложных мате-
матических выкладок для 0>∀ε  нам удалось подобрать соот-
ветствующий номер . На практике к таким рассуждениям 
обычно прибегают при доказательстве существования предела. 
Рассуждения при этом могут быть достаточно сложными, если 
пользоваться только определением. 

εN

На практике чаще всего мы сталкиваемся с примерами, в 
которых необходимо просто вычислить предел данной последо-
вательности, будучи уверенными в его существовании. При ре-
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шении именно таких задач важную роль играет наличие в арсе-
нале исследователя определенных технических приемов и спо-
собов вычисления пределов. Некоторые из них продемонстри-
руем на следующих примерах. 

Пример 3. Вычислить .
95

23lim 2

2

+
+−

∞→ n
nn

n
 

◄ Преобразуем выражение под знаком предела, поделив 
числитель и знаменатель на старшую степень n , т.е. на :  2n

.95

213

95
23

2

2

2

2

n

nn
n

nn

+

+−
=

+
+−

 

Если ввести числовые последовательности 
n

an
1

=  и 

2

1
n

bn = , , то с помощью рассуждений, аналогичных 

примерам 1, 2, можно было бы доказать, что обе они сходятся и 
имеют пределы, равные 0. Тогда, используя теоремы о пределах 
суммы и отношения, получаем: 

( )N∈n

.
5
3

095
0203

1lim95

1lim21lim3

95lim

213lim

95

213
lim

95
23lim

2

2

2

2

2

2

2

2

=
⋅+
⋅+−

=
+

+−
=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=
+

+−
=

+
+−

∞→

∞→∞→

∞→

∞→

∞→∞→

n

nn

n

nn

n

nn
n

nn

n

nn

n

n

nn

 

Окончательно .
5
3

95
23lim 2

2

=
+
+−

∞→ n
nn

n
► 

Пример 4. Найти ( )11lim −−+
∞→

nn
n

. 

◄ Теорему о пределе разности применять нельзя, так как 



 136

при  ∞→n ∞→+1n  и ∞→−1n , т.е. имеем неопреде-
ленность ∞−∞ . Для ее раскрытия необходимо избавиться от 
радикалов, поэтому выражение под знаком предела домножим и 
разделим на сопряженное к нему: 

( ) ( )

.
11

2
11

111111

−++
=

=
−++

−++⋅−−+
=−−+

nn

nn
nnnnnn

 

Так как при ∞→n  величина 11 −++ nn  – бесконечно 
большая, то 

( ) =
−++

=−−+
∞→∞→ 11

2lim11lim
nn

nn
nn

 

.0
11

1lim2 =
−++

⋅=
∞→ nnn

► 

Пример 5. Вычислить ....321lim 3

2222

n
n

n

++++
∞→

 

◄ Так как при ∞→n  , , 

то получаем неопределенность 

∞→3n ∞→++++ 2222 ...321 n

∞
∞

. Для ее раскрытия восполь-

зуемся известной формулой 
( )( )

6
121...321 2222 ++

=++++
nnnn  

(доказывается методом математической индукции).  
Тогда

( )( )
=

++
=

++++
∞→∞→ 33

2222 121lim...321lim
n

nnn
n

n
nn

( )( )
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

=
∞→∞→ 22

1211
lim121lim

n
n

n
n

n

n
nn

nn
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.1121211lim =⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→ nnn
► 

3.2. Предел функции 
При вычислении пределов функций мы обычно пользуемся 

двумя определениями, равносильными друг другу. Первое опре-
деление принадлежит Коши, поэтому его называют определени-
ем предела функции по Коши или, по-другому, определением 
предела на языке « δε − ». Другое определение принадлежит 
Гейне, в нем понятие предела функции сводится к понятию пре-
дела числовой последовательности. Суть обоих определений 
одна и та же: при неограниченном приближении аргумента в 
данном процессе соответствующие значения функции должны 
стремиться к некоторому значению. 

Все задачи, с которыми вы сталкиваетесь в начале матема-
тического анализа, бывают двух видов: к первому виду условно 
можно отнести задачи, в которых необходимо доказать сущест-
вование предела (или, наоборот, отсутствие), а ко второму ви-
ду – задачи на вычисление предела. Также дело обстояло при 
изучении пределов числовых последовательностей. При реше-
нии задач первого вида требуется умение проводить, иногда 
достаточно строгие, рассуждения на языке « δε − ». А для ре-
шения задач второго вида требуется владение определенными 
техническими приемами вычисления пределов, особенно при 
раскрытии неопределенностей. 

Применение определений при вычислении пределов 

Пример 1. Показать, что функция 
x

y
+

=
1

1
 при  

имеет предел, равный 

2→x

.
3
1

 

◄ Задачу надо воспринимать так: предположим, что нам 
пока неизвестны никакие теоремы о пределах, что мы еще не 
знаем ничего о непрерывных функциях и что надо доказать су-
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ществование 
3
1

1
1lim

2
=

+→ xx
 только на основании определения 

предела. 
Если пользоваться определением Гейне, рассуждения мож-

но вести так: пусть ( )nx  – произвольная последовательность то-
чек,  и стремящихся к 2, тогда необходимо выяснить, куда 

стремится последовательность значений функции 

1≠

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ nx1
1

. С 

помощью основных свойств о пределе числовой последователь-
ности ответ получим сразу:  

( ) ,
3
1

lim1
1

1lim
1

1
1lim =

+
=

+
=

+
∞→∞→

∞→
nxnxn

x xxx
 

так как по условию .2lim =
∞→ nx

x  

Если взять за основу определение Коши, то необходимо для 

0>∀ε  найти такое ,0>δ  чтобы неравенство ε<−
+ 3

1
1

1
x

 

выполнялось при всех 2≠x  и .2 δ<−x  Существование тако-

го δ можно обосновать сл. обр.: неравенство ε<−
+ 3

1
1

1
x

 вы-

полняется при всех x , принадлежащих интервалу 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−

ε
ε

ε
ε

1
2,

1
2

, сл–но,  

,2
1
222

1
2

−
−
+

<−<−
+
−

ε
ε

ε
ε x  

из этого неравенства следует, что 
ε
ε

ε
ε

−
<−<

+
−

1
32

1
3 x . Пусть 

δ – наименьшее из двух чисел 
ε
ε
+1
3

 и 
ε
ε
−1
3

 (так как ,0>ε  то, 
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очевидно, это будет 
ε
ε
+1
3

). Поэтому при всех x : ,2 δ<−x  где 

,
1
3
ε
εδ
+

=  неравенство ε<−
+ 3

1
1

1
x

 будет выполняться. Тогда 

по определению предела функции на языке « δε − » доказано, 

что 
3
1

1
1lim

2
=

+→ xx
.► 

Пример 2. Доказать, что функция xy
1

2=  не имеет предела 
при   .0→x

◄ Напомним, что в определении предела функции при 
 само предельное значение функции не должно зависеть 

от способа стремления 
0xx →

x  к . Учитывая сказанное, вычислим 
односторонние пределы данной функции. Пусть переменная 

0x
x  

стремится к 00 =x  слева, т.е.  но в процессе стремления ,0→x

x остается меньше 0, тогда показатель степени 
x
1

 будет сколько 

угодно большим, но отрицательным, т.е. −∞→
x
1

, тогда 

.02
1

→x   
Аналогично, если x  стремится к 00 =x  справа, то  будет 

величиной бесконечно малой, но все же положительной, тогда 
0x

+∞→
x
1

. Т. о., +∞==
+→−→

x
x

x
x

1

00

1

00
2lim;02lim , т.е. односторонние 

пределы различны, поэтому функция xy
1

2=  при  не 
имеет предела. ► 

0→x

Если функция ( )xfy =  является элементарной, то вычис-
ление  сводится к простой подстановке предельного 

значения  вместо 

( )xf
ax→

lim

a x , если  принадлежит области определе-a
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ния этой функции: 
( ) ( )afxf

ax
=

→
lim .    (2) 

Пример 3. Вычислить 
30 4

12lim
x

x

x +

+
→

. 

◄ Функция, находящаяся под знаком предела, есть отно-
шение двух элементарных функций, значение 0=x   принадле-
жит области ее определения, сл–но  

.1
2
2

4
12

4
12lim

0

30
==

+
=

+

+
→ x

x

x
► 

Как видно, вычисление предела в приведенном примере не 
вызывает никаких трудностей. Но так бывает не всегда. На 
практике мы чаще всего сталкиваемся с примерами, в которых 
равенство (2) не выполняется. Именно это обстоятельство и 
приводит к некоторым дополнительным сложностям. 

Пример 4. Найти .11lim
0 x

x
x

+−
→

 

◄ В данном примере предельное значение  0x =  не при-
надлежит области определения функции – условие (2) наруше-
но. Применим следующие тождественные преобразования: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) .
11

1
11

11
11

11
111111

++
−

=
++

−
=

=
++

−−
=

++
++⋅+−

=
+−

xxx
x

xx
x

xx
xx

x
x

 

Тогда  

.
2
1

11
1

11
1lim11lim

00
−=

+
−

=
++

−
=

+−
→→ xx

x
xx

► 

Пример 5. Вычислить .
cos1

sinlim 3

2

x
x

x +→π
 

◄ Значение π=x  не принадлежит области определения 
функции. Преобразуем функцию, разложив числитель и знаме-
натель на множители: 
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( )( )
( )( ) .

coscos1
cos1

coscos1cos1
cos1cos1

cos1
sin

223

2

xx
x

xxx
xx

x
x

+−
−

=
+−+

+−
=

+
 

Тогда 

.
3
2

coscos1
cos1

coscos1
cos1lim

cos1
sinlim 223

2

=
+−

−
=

+−
−

=
+ →→ ππ

π
ππ xx

x
x

x
xx

 

► 
3.3. Использование замечательных пределов 

Пример 1. Вычислить .cos1lim 20 x
x

x

−
→

 

◄ Воспользуемся формулой ,
2

sin2cos1 2 xx =−  тогда  

.
2
1

2

2
sin

lim
2
1

2
4

2
sin2

lim2
sin2

limcos1lim

2

02

2

02

2

020
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
==

−
→→→→ x

x

x

x

x

x

x
x

xxxx
 

► 

Пример 2. Вычислить 
( ).

32
5sinlim 2

2

0 xx
xx

x +
−

→
 

◄ Применим следующее тождественное преобразование: 

( ) ( ) .
32

5
5

5sinlim
32
5sinlim 2

2

2

2

02

2

0 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

⋅
−
−

=
+
−

→→ xx
xx

xx
xx

xx
xx

xx
 

Предел каждого сомножителя рассмотрим отдельно: 
( )

( )
( ) .

3
5

32
5lim

32
5lim

32
5lim

,1sinlim
00

5
5

5sinlim

002

2

0

0

2

2

2

0

−=
+
−

=
+
−

=
+
−

==
→⇒→

=−
=

−
−

→→→

→→

x
x

xx
xx

xx
xx

t
t

tx
txx

xx
xx

xxx

tx
 

По свойству о пределе произведения искомый предел равен 

3
5

− . ► 
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Пример 3. Найти 
( ) .lnlnlim

0 x
axa

x

−+
→

 

◄ 
( )

=
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

+

=
−+

→→→

a
xa

a
x

x
a

xa

x
axa

xxx

1ln
lim

ln
limlnlnlim

000
 

.1
1ln

lim1
0 a

a
x

a
x

a x
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅=
→

► 

Пример 4. Найти 2

4 35 2

0

6141lim
x

xx
x

−−+
→

. 

◄ ==
−−+

→ 0
06141lim 2

4 35 2

0 x
xx

x
 

( ) ( )

( ) ( )
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
−+

=

=
+−−−+

=

→

→

2

4
1

3

2

5
1

2

0

2

4
1

35
1

2

0

161141lim

161141lim

x
x

x
x

x
xx

x

x

 

( ) ( ) .
10
23

4
16

5
14

6
1616

4
1414lim 3

4
1

3

2

5
1

2

0
=⋅+⋅=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

⋅+
−+

⋅=
→ x

xx
x
x

x
► 

Пример 5. Найти ( ).sin1ln
1lim

3tg

0 x
e x

x −
−

→
 

◄ Используем следующие преобразования:  

( ) ( ).sin1ln
sin

sin
3tg

3tg
1

sin1ln
1 3tg3tg

x
x

x
x

x
e

x
e xx

−
⋅⋅

−
=

−
−

 

Учитывая следствия из замечательных пределов, найдем 
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пределы каждого сомножителя в отдельности: 

( ) ( ) .1

xsin
xsin1ln

1lim
xsin1ln

xsinlim

;3
xsin

x
x3
x3tg3lim

xsin
x3tglim;1eln

x3tg
1elim

0x0x

0x0x

x3tg

0x

−=

−
−
−

=
−

=⋅⋅===
−

→→

→→→

 

Тогда по свойству о пределе произведения данный предел 
равен . ► 3−

Пример 6. Вычислить .
111

lim
0 x

xx nm

x

−+⋅+
→

βα
 

◄ Непосредственной проверкой убеждаемся в справедли-
вости равенства 

[ ] .11111111 −++−++=−+⋅+ nmnnm xxxxx βαββα  

Тогда исходный предел равен: 

.
11

lim11lim1lim

11111lim
111

lim

000

00

x
x

x
xx

x
x

x
xx

x
xx

m

x

m

x
n

x

nm
n

x

nm

x

−+
+

−+
⋅+=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −+
+

−+
⋅+=

−+⋅+

→→→

→→

βαβ

βαβ
βα

        Но из следствия второго замечательного предела: 

( ) ,11lim11lim
1

00 nx
x

x
x n

x

n

x

α
α
αα

=
−+

=
−+

→→
 

( ) .11lim
11

lim
1

00 mx
x

x
x m

x

m

x

β
β
ββ

=
−+

=
−+

→→
 

Сл–но, данный предел равен .
mn
βα

+ ► 
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3.4. Простейшие приемы раскрытия неопределенностей 
При решении задач, связанных с пределами суммы, разно-

сти, произведения или частного двух функций, а также с преде-
лами показательно-степенных выражений, мы сталкиваемся с 
проблемами иного рода. Речь идет о неопределенных выраже-
ниях. Большинство примеров, рассмотренных ранее, относится 
именно к этому случаю. Термин «неопределенность» подчерки-
вает, что поведение данного выражения заранее предсказать не-
возможно, более того, в зависимости от конкретных функций 
пределы выражений одинаковой структуры могут быть конеч-
ным числом, бесконечностью или вовсе отсутствовать. Отыска-
ние пределов таких выражений или установление их отсутствия 
называется раскрытием рассматриваемой неопределенности. 
Различают неопределенности следующих видов:  

.,1,0,,0,,
0
0 00 ∞∞−∞∞⋅

∞
∞ ∞  

Неопределенности 
∞
∞,

0
0

 

Пример 1. Вычислить .
4x5x
2x3xlim 2

2

1x +−
+−

→
 

◄ При   1→x
0232 →+− xx  и  .0452 →+− xx

Имеем неопределенность 
0
0

. Для ее раскрытия достаточно 

разложить числитель и знаменатель дроби на множители:  
( )( )
( )( ) ,

4
2

41
21

45
23

2

2

−
−

=
−−
−−

=
+−
+−

x
x

xx
xx

xx
xx

 

тогда .
3
1

4
2lim

45
23lim

12

2

1
=

−
−

=
+−
+−

→→ x
x

xx
xx

xx
► 

Пример 2. Вычислить ( ).2arctg
4lim

2

2 +
−

−→ x
x

x
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◄ При 2−→x  ( ) 042 →−x  и ( ) 02arctg →+x . Получаем 

неопределенность 
0
0

. Для ее раскрытия применим следующие 

преобразования:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .4
2arctg

2lim2lim

2arctg
22lim

2arctg
4lim

22

2

2

2

−=
+

+
⋅−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
⋅−=

+
−

−→−→

−→−→

x
xx

x
xx

x
x

xx

xx
 

Здесь мы воспользовались тем, что 1arctglim
0

=
→ α

α
α

 

( 2+= xα ).► 

Пример 3. Вычислить ( ) .sin1log
13lim

4

8

0 x

x

x +
−

→
 

◄ Неопределенность 
0
0

. Применим следующие преобра-

зования: ( ) ( ) x
x

x
x

xx

xx

sin
8

sin1log
sin

8
13

sin1log
13

4

8

4

8

⋅
+

⋅
−

=
+
−

 и вычис-

лим пределы каждого множителя отдельно: 

( )

( ) .8
sin

lim8
sin
8lim;4ln

log
1

1log
lim

sin
sin1log

sinlim;3ln
0
0

8
13lim

00
44

0

4
0

8

0

=⋅===
+

=

===
+

==
−

→→→

→→

x
x

x
x

et
t

tx
x

x
x

xxt

x

x

x
 

По теореме о пределе произведения искомый предел равен 

( ) .4ln3ln8
sin1log
13lim

4

8

0
⋅=

+
−

→ x

x

x
► 

Пример 4. Вычислить 
1

1lim
+
++

∞→ x
xx

x
. 



 146

◄ =
+⋅

++
=

∞
∞

=
+
++

∞→∞→

x
x

xx
x

x
xx

xx 11

111
lim

1
1lim

2

 

,1
11

111
lim

2
=

+

++
=

∞→

x

xx
x

 

так как при ∞→x  01
→

x
 и 01

2 →x
. ► 

Неопределенности ∞⋅∞−∞ 0,  

Легко приводятся к неопределенностям 
0
0

 или 
∞
∞

: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )
( )

( )
( ) .

/1
lim

0
0

/1
lim0lim

;
0
0

/1/1
/1/1lim

/1
1

/1
1limlim

∞
∞

====∞⋅=⋅

=
⋅
−

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=∞−∞=−

→→→

→

→→

xf
x

x
xfxxf

xxf
xfx

xxf
xxf

axaxax

ax

axax

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

Пример 5. Вычислить .
1212

lim
2

2

3

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−∞→ x

x
x
x

x
 

◄ Неопределенность ∞−∞ , так как 

,12

1
1212

22
2

3

2

3

∞→
−

⋅=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=
−

x

x

x
x

x
x
x
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.при12

1
1212

22

∞→∞→
+

⋅=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

x

x

x

x
x

x
x
x

 

Приводя к общему знаменателю, получаем: 

( ) ( ) =
+⋅−
+−+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
− ∞→∞→ 1212

22lim
1212

lim 2

24342

2

3

xx
xxxx

x
x

x
x

xx
 

( ) ( ) =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∞
∞

=
+⋅−

+
=

∞→∞→

x
x

x
x

x
x

xx
xx

xx 1212

11
lim

1212
lim

2
2

3

2

23

 

.
4
1

1212

11
lim

2

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
=

∞→

xx

x
x

► 

Пример 6. Вычислить ( ) .
2

tg1lim
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅−
→

xx
x

 

◄ Так как при  1→x ∞→
π
2

tg x
, то получаем неопреде-

ленность .0 ∞⋅  Введем переменную ;1−= xy  если , то 1→x
.0→y  Тогда  

( )

=
π

⋅
π

−==
π

⋅
π

−=

=
π

⋅−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

⋅=
π

−

→→→

→→→

y

yy
y

yy

yyyyxx

yyy

yyx

2
sin

lim
2

coslim
0
0

2
sin2

coslim

2
ctglim

22
tglim

2
tg1lim

000

001

 

.2

2
sin

2lim2
2

coslim
00 ππ

π

π
π

−=
⋅

⋅⋅−=
→→

y

y
y

yy
► 
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Неопределенности 00 ,0,1 ∞∞  

Неопределенности данного вида связаны с пределами сте-
пенно-показательных выражений, в некоторых случаях сводятся 
непосредственно ко второму замечательному пределу. 

С помощью основного логарифмического тождества 

( ) их можно свести к неопределенностям baab log=
∞
∞,

0
0

 или 

.0 ∞⋅  

Пример 7. Вычислить .
4
3lim 2

2 x

x xx
x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

∞→
 

◄ Основание 
( )
( ) 1

x41
x31

x41x
x31x

x4x
3x 2

2

22

2

2

→
−
+

=
−
+

=
−
+

 при 

x ∞→ , сл–но, имеем неопределенность ∞1 . Ее можно свести 

ко второму замечательному пределу. Для этого заметим, что 

.
4
341

4
3

22

2

xx
x

xx
x

−
+

+=
−
+

 Тогда 

( )

.
4
341

4
341

4
3 4

34
34

4

222

2 2

2
x

xx
x

x
xxxx

xx
x

xx
x

xx
x ⋅

−
+

⋅
+
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

 

Обозначим 
34

42

+
−

=
x

xxy , очевидно, что при 

x →∞→ y ∞ , тогда  

,4
)x

41(x

)x
34(x

lim
x4x

x)3x4(lim

;e
y
11lim

x4x
3x41lim

2

2

x2x

y

y

3x4
x4x

2x

2

=
−

+
=

∞
∞

=
−

⋅+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
+

+

→∞→∞

→∞

+
−

→∞
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отсюда .
4
3lim 4

2

2

e
xx

x
x

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

∞→
► 

Неопределенность удалось раскрыть путем сведения к вто-
рому замечательному пределу. Иногда проще использовать сле-
дующую схему: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.eelimxulim

xvxulnlimxvxuln

ax

xv

ax
ax

⋅⋅

→→

→==  

Пример 8. Вычислить ( ).lim 1ln
1

0

−

→

xe

x
x  

◄ При ∞→x  выражение ( ) ,1ln ∞→−xe  тогда 

( ) ,0
1ln

1
→

−xe
 поэтому имеем неопределенность 00 . Раскроем 

ее вышеуказанным способом: 

( ) ( ).lim 1ln
lnlim

1ln
1

0

0 −−

→

→=
xxx e
x

e

x
ex  

В показателе полученного выражения имеем неопределен-

ность 
∞
∞

, раскроем ее отдельно: 

( ) .
ln1ln

lnlim
1ln

lnlim
1ln

lnlim
000

x
x

e
x

x
x

e
x

e
x

xxxxxx
+−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−
=

− →→→
 

Используя следствия из второго замечательного предела, 

нетрудно показать, что ,11lnlim
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
→ x

ex

x
 тогда 

.1
ln

ln
11

lnlim
ln1

lnlim
ln1ln

lnlim
000

=
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∞
∞

=
+

=
+

− →→→
x

x

x
x

x

x
x

e
x

xxxx
 

Т. о., окончательно получим ( ) .lim 1ln
1

0
ex

xe

x
=−

→
► 
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При раскрытии неопределенности ∞1  можно использовать 

более простую схему: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )xxuxxu

ax

x

ax
axeexu

υυυ ⋅−⋅

→

∞

→

→=∞⋅===
1limln 0lim1lim  (3) 

Пример 9. Вычислить ( ) .coslim 2
1

0
x

x
x

→
 

◄ Так как при  , то получаем неопреде-0→x 1cos →x
ленность .1∞  

Воспользуемся формулой (3): 

( )
( )

.
0
00coslim 20202

1coslim11coslim1

0
==∞⋅==

−
⋅−

→

→→ x
x

x
x

x
x

xx eex  

Неопределенность в показателе раскроем отдельно: 

,
2
12

sin2
lim

2
12

sin2
lim1coslim

2

2

2

02

2

020
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=−=
−

→→→ x

x

x

x

x
x

xxx
 

сл–но, данный предел равен .2
1

−
e ► 

Замечание. Как показывают предыдущие примеры, при 
раскрытии неопределенностей, связанных с пределами степен-
но-показательных выражений, мы вынуждены проводить доста-
точно громоздкие преобразования. Для их упрощения рекомен-
дуется выражения предварительно прологарифмировать. 

Пример 10. Вычислить ( ) ( ).1lim 21ln
4

2 x
x

x +
∞→

+  

◄ Неопределенность 0∞ . Пусть ( ) ( )21ln
4

2 1 xxy ++= . Найдем 

предел логарифма данного выражения: 

( ) ( ) ,41ln
1ln

4limlnlim 2
2 =+⋅

+
=

∞→∞→
x

x
y

xx
 

тогда ( ) ( ) .1limlim 41ln
4

2 2

exy x

xx
=+= +

∞→∞→
► 
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3.5. Применение эквивалентных бесконечно малых 
Бесконечно малые ( )xα  и ( )xβ  называются эквивалент-

ными при ,ax →  если 
( )
( ) .1lim =

→ x
x

ax β
α

 Обозначается эквивалент-

ность так: ( ) ( )xx βα ~  при ax → . Применение эквивалентных 
бесконечно малых является очень эффективным способом рас-
крытия некоторых неопределенностей. В основе лежит следую-
щая теорема. 

Теорема. Пусть функции ( )xα  и ( )x1α  являются эквива-
лентными при ax → . Если существует конечный или беско-
нечный ( ) ( ),lim 1 xgx

ax
⋅

→
α  то существует и ( ) ( )xgx

ax
⋅

→
αlim , при-

чем ( ) ( ) ( ) ( ).limlim 1 xgxxgx
axax

⋅=⋅
→→
αα   

( ) ( )xx 1~Из этой теоремы следует, что если при ax →  αα  
и ( ) ( )xx 1~ ββ , то 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) .limlimlimlim

;limlim

1

11

1

11

x
x

x
x

x
x

x
x

xxxx

axaxaxax

axax

β
α

β
α

β
α

β
α

βαβα

→→→→

→→

===

⋅=⋅

 

Эти равенства означают, что при вычислении пределов 
множители в числителе или в знаменателе можно заменить на 
эквивалентные. 

Приведем некоторые пары эквивалентных бесконечно ма-
лых величин 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ,
2

~cos1

,~arctg,~tg
,~arcsin,~sin

2xx

xxxx
xxxx

αα

αααα
αααα

−
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( )( ) ( ) ( )( ) (
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ).~11

,~1,ln~1

,~1ln,
ln

~1log

xmx

xeaxa

xx
a
xx

m

xx

a

αα

αα

αα )αα

αα

⋅−+

−−

++

 

Здесь ( ) 0→xα  при ax → . 

Пример 1. Вычислить .
12

sinlim
0 −→ xx

x
 

◄ Функции  и xsin 12 −x  являются бесконечно малыми 
при , заменим их эквивалентными бесконечно малыми: 0→x

  при . Тогда  xx ⋅− 2ln~12 0→x;~sin xx

.
2ln

1
x2ln

xlim
12

xsinlim
0xx0x

=
⋅

=
− →→

► 

С помощью замены бесконечно малой на эквивалентную 
удается очень быстро преодолеть те искусственные, иногда гро-
моздкие преобразования, которые нами использовались при 
раскрытии неопределенностей другими способами. Чтобы убе-
диться в этом, вернемся к примеру 3 из п. 3.4 и вычислим его с 
помощью эквивалентных бесконечно малых.  

При  , поэтому 0→x 0sin →x

( ) ;
4ln

1~sin
4ln

1~sin1log4 xxx+  бесконечно малая 

.3ln8~138 ⋅− xx  
Тогда 

( ) .4ln3ln8

4ln
1

83lnlim
sin1log
13lim

0
4

8

0
⋅=

⋅

⋅
=

+
−

→→
x

x
x x

x

x
► 

Преимущества использования бесконечно малых очевидны. 

Пример 2. Вычислить ( ) .
12log
1sin1lim

2
0 +

−+
→ x

x
x

 

◄ Обозначим xy sin=  и заметим, что при  новая 0→x
переменная  тоже стремится к 0. Тогда y
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( ) yyx
2
1~111sin1 21 −+=−+  при , т.е.  0→y

,sin
2
1~1sin1 xx −+ 0→x . При  бесконечно малая 0→x

( ) .2
2ln

1~12log2 xx ⋅+  Тогда  

( ) .
4
2lnsin

4
2lnlim

12log
1sin1lim

0
2

0
=⋅=

+
−+

→→ x
x

x
x

xx
► 

Метод замены переменной, использованный в данном при-
мере, значительно расширяет возможности применения эквива-
лентных бесконечно малых величин. 

Замечание. Не рекомендуется заменять под знаком предела 
слагаемые на эквивалентные им величины. Например, при 

xxxxx ~sin;~tg0→ . Если перейти к эквивалентным 

функциям в пределе ,sintglim 30 x
xx

x

−
→

 то получим  

.0limsintglim 3030
=

−
=

−
→→ x

xx
x

xx
xx

 

В действительности все обстоит по-другому: 
( ).cos1tgsintg

33 x
xx

x
xx −
=

−
 

Согласно приведенной выше теореме заменим множители 

xtg  и  на эквивалентные им: xcos1− xx ~tg , 2

2
1~cos1 xx−  

при  Тогда получим верный результат: .0→x

( ) .
2
12

1

limcos1tglimsintglim 3

2

03030
=

⋅
=

−
=

−
→→→ x

xx

x
xx

x
xx

xxx
 

Рассмотренные примеры связаны с неопределенностью 
0
0

, 

но эквивалентные бесконечно малые можно использовать при 
раскрытии и других неопределенностей. 
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Пример 3. Вычислить ( ) .2coslim 3ctg

0

x

x
x

→
 

◄ Неопределенность ∞1 . Применим следующие преобра-

зования: 

( ) [ ] ( )[ ]
.eex2cos x3sin

x3cos1x2cos1lnx3ctgx2coslnx3ctg −+
==  

При ,012cos,0 →−→ xx  тогда 
( )[ ] .12cos~12cos1ln −+ xx −   

В свою очередь, ( ) .2
2
1~12cos 2xx −−  

Поэтому 

( )
( )

===
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅−

∞

→

→ x3
1x3cosx2

2
1limx3ctg

0x

2

0xe1x2coslim  

.1ee 03
x3cosx

1
2lim

0x ===
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−

→ ► 

Пример 4. Вычислить ( ) ( )( )aa

x
xxxx 3284lim 22

0
+−−++

→
, 

где  – произвольное положительное число. a

◄ При 
2
1

=a  данный предел можно вычислить путем ум-

ножения и деления на сопряженное выражение. Для других зна-
чений такой метод уже не проходит. Используя эквивалентные 
бесконечно малые, этот предел можно вычислить без особого 
труда. Сначала применим дополнительные преобразования: 

( ) ( ) ( )

( )

( ) .1
32

56132

1
32
8432

3284

2
2

2

2
2

22

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+

++−=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
++

+−=

=+−−++=

a
a

a
a

aa

xx
xxx

xx
xxxx

xxxxxF
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Так как при 0
32

56
2 →

+−
+

+∞→
xx

xx , то 

.
32

56~1
32

561 22 +−
+

⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+

+
xx

xa
xx

x a

 

Тогда 

( ) ( )

( ) ( )

.lim6lim6

321

6
516

lim
32

56lim

32
5632limlim

12
22

2
12

12

2
2

−

+∞→−+∞→

−+∞→−+∞→

+∞→+∞→

=
⋅

=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

=
+−

+
=

=
+−

+
⋅+−=

a

xax

axax

a

xx

xa
xx
xa

xx
x

x
x

a
xx

xa

xx
xaxxxF

 

В зависимости от возможных значений показателя степени 

функция  ведет себя по-разному при 12 −ax +∞→x . Если ,
2
1

<a  

то  Тогда искомый предел равен 0. Если .012 →−ax 012 =−a , то 

он равен 
3
1

 и, наконец, если ,
2
1

>a  то , предел ра-+∞→−12ax

вен .► ∞+
3.6. Раскрытие неопределенностей  
методом выделения главной части 

Пусть и  – бесконечно малые при )(xf )(xg .ax →  Если 

,0
)(
)(lim =

→ xg
xf

ax
 то говорят, что  при )(xf ax →  является беско-

нечно малой величиной более высокого порядка, чем , и )(xg
пишут  при ))(()( xgоxf = ax →  (читается:  есть  – )(xf о
малое от  при  )(xg ).ax →

Например, при  0→x );(cos1 xоx =−   ),()1ln( 23 xоx =+
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так как 02
sin2

limcos1lim
00

==
−

→→ x

x

x
x

xx
, то 

.0lim)1ln(lim 2

3

02

3

0
==

+
→→ x

x
x

x
xx

 

Отметим некоторые свойства символа « o », применяемые 
при вычислении пределов. 

1. Если ))(()( xgоxf =  при ,ax →  то ))(()( xgоxfC =⋅  
при ax →  { }).0\( R∈C  

2. Если ),,1))((()(1 nixgоxf ==  то  

))(()(...)()( 2211 xgоxfCxfCxfC nn =+++  ),1,( niCi =∈R . 

3. Если  при некотором натуральном , 
то  при всех 

))(()( xgоxf m= m
)),(()( xgоxf k= .mk <  

4. Если ))(()( xgоxf =  при ,ax →  то  
при 

))(()( xgоxf kk =
.ax →  

5. Если ))(()( xgоxf =  при ax →  и ~)(xg )(xϕ , то 
))(()( xоxf ϕ=  при .ax →  

Если функция )(xfy = , не равная нулю в точке ax = , в 
некоторой окрестности этой точки представляется в виде 

,,)()()( axaxоxPxf n →−+=  где  – некоторый много-)(xP
член по степеням )( ax − , то этот многочлен  называют )(xP
главной частью функции  в этой окрестности. В этом слу-)(xf
чае при ax →  значение функции  с точностью до беско-)(xf
нечно малых величин более высокого порядка, чем  ,)( nax −
можно заменить на значение соответствующего многочлена. 
Такие формулы, характеризующие поведение  при )(xf ax → , 
называют асимптотическими формулами. Неиссякаемый ис-
точник асимптотических формул дает формула Тейлора         
(см. часть 2, глава 1).  

Пример 1. Выделить главную часть функции 



 157

( )
743
22

2

2

−+
+−

=
xx
xxxf  при  .1→x

◄ .
0
3

743
212

743
22lim 2

2

1
∞=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−+
+−

=
−+
+−

→ xx
xx

x
 

Для выделения главной части разложим знаменатель дроби 
на множители: 

( ) ( )( ) .731
22

743
22 2

2

2

+−
+−

=
−+
+−

=
xx
xx

xx
xxxf  

Так как при   и 1→x 322 2 →+− xx ,1073 →+x  то име-
ем  

( ) ( )( ) ( ) ,
1

1
10
3

101
3~

731
22

743
22

1

2

2

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

⋅−+−
+−

=
−+
+−

=
→ xxxx

xx
xx
xxxf

x

и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅

1
1

10
3

x
 есть главная часть функции ( )xf .► 

Пример 2. Выделить главную часть функции 
( ) xexxf 33cos −=  при  и установить ее порядок относи-0→x

тельно x . 
◄ ( ) .03coslim 3

0
=−

→

x

x
ex  Сл–но, функция ( )xf  является 

бесконечно малой при . Воспользуемся соотношениями 0→x
эквивалентностей 

( )
( )

( )( )
2

~cos1
2

0

xx
x

αα
α →

− , ( )
( )

( ),~1
0

xe
x

x α
α

α

→
−   

для этого приведем ( )xf  к виду: 

( )

( ) ( ) .3
2
1~1cos1

113coscos

2

0

3

33

xxex

exexxf

x

x

xx

−−−−−−=

=−+−=−=

→

 

Меньший порядок имеет слагаемое ( )x3− , поэтому  



 158

( ) .3~3
2
1~cos

0

2

0

3 xxxexxf
xx

x −−−−=
→→

 

Главная часть функции ( )xf  имеет вид  где ),3( 1x− 1=k  – 
ее порядок относительно x .► 

Замечание. Если в задаче требуется сравнить бесконечно ма-
лые или бесконечно большие функции, это значит, что следует 
найти порядки функций и сравнить их. 

Пример 3. Сравнить функции ( ) ( ) ( )3ln1ln1 +−+= xxxf  и 

( )
83

3
1arctg

2352
++−

−=
xxx

xxf  при ∞→x . 

( ) ( ) ( )◄ .
3

21ln
3
1ln3ln1ln1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+=
+
+

=+−+=
xx

xxxxf  

Заметим, что 0
3

2
→

+
−

x
 при ∞→x  и по соотношению эк-

вивалентностей 
3

2~
3

21ln
+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
∞→ xx x

 при ∞→x . 

Тогда 

( ) .122~
3

2~
3

21ln
1

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+=
∞→∞→ xxxx

xf
xx

 

Главная часть функции ( )xf1  имеет вид ,12
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−

x
 и ее по-

рядок . 11 =k
Теперь выделим главную часть функции ( ).2 xf  Для этого 

заметим, что 

3
1~

3
1arctg

−− ∞→ xx x
 при :0

3
1

∞→
→

− xx
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( ) =
++−

−
++−

−=
∞→∞→ 52352352

1

~
83

3
1

~
83

3
1arctg

x
x

xxx
x

xxx
xxf

xx
 

3

3
11
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

xx
. 

Главная часть функции ( )xf2  имеет вид
31
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
, и ее порядок 

.32 =k  
Поскольку при ∞→x  функции ( )xf1  и ( )xf2  стремятся к 

нулю, то они являются бесконечно малыми, причем порядок 
малости функции ( )xf2  больше, чем порядок малости функции 
( )xf1 .► 
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ГЛАВА 8. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ 

§ 1. Понятие непрерывности функции 
Опр. 1. Функцию )(xfy = называют непрерывной в точке 
ax = , если:  
1) эта функция определена в некоторой окрестности точки 
ax =  и в самой точке; 
2) существует предел функции , и он равен значе-

нию функции в этой точке, т.е. 

)(lim xf
ax→

)()(lim afxf
ax

=
→

.  

Можно предложить и иное определение. Пусть аргумент  
получит приращение 

0x
xΔ  и примет значение xxx Δ+= 0 . В об-

щем случае функция также получит некоторое приращение 
)()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ . 

Опр. 2. Функцию  называют непрерывной в точке , 
если она определена в этой точке и некоторой окрестности ее и 
если бесконечно малому приращению аргумента соответствует 
бесконечно малое приращение функции, т.е.  

)(xf 0x

0lim
0

=Δ
→Δ

y
x

 или 0)]()([lim 000
=−Δ+

→Δ
xfxxf

x
. 

Теорема. Всякая элементарная функция непрерывна в каж-
дой точке, в которой она определена. 

Из этой теоремы следует важное для решения задач по тео-
рии пределов следствие. Запишем условие непрерывности в ви-
де )()(lim 000

xfxxf
x

=Δ+
→Δ

 или, что то же самое, 

. Но )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

xx
xx 0

lim0 →
=  и, сл–но, =

→
)(lim

0

xf
xx

 

. Для любой непрерывной функции во всех 

точках области определения ее символы (и соответствующие 
операции) предела и функции можно поменять местами: 

, то есть предел непрерывной функ-

ции равен функции предела. 

)()lim( 0
0

xfxf
xx

==
→

))(lim())((lim xfFxfF
axax →→

=

Например: 
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.1ln)1(limln

)1ln(lim)1ln(1lim)1ln(lim

1

0

1

000

==+=

=+=+=
+

→

→→→

ex

xx
xx

x

x
x

x
xxx

 

В ряде случаев удобно использовать следующее соотноше-
ние:  

[ ] )(lim)( )(lim)(lim
x

ax

x

ax
axxfxf
ϕϕ →

→→
= . 

Говорят, что если функция  непрерывна в каждой точ-
ке некоторого интервала , где 

)(xf
),( ba ba < , то функция непре-

рывна на этом интервале.  
§ 2. Точки разрыва функции и их классификация 

Опр. 1. Точка , в которой функция  не является не-
прерывной, называется точкой разрыва этой функции. 

0x )(xf

Исходя из определения непрерывности функции в точке, 
точка  является точкой разрыва функции , если не вы-
полняется хотя бы одно из условий:  

0x )(xf

1) существует конечное ( )0xf ;  

2) существуют конечные ( )00 +xf  и ( )00 −xf ; 

3) ( ) ( ) ( )000 00 xfxfxf =−=+ . 
Опр. 2. Точка  называется устранимой точкой разрыва 

функции , если существуют конечные 
0x

f

( )00 +xf  и ( )00 −xf , 

( ) ( )0000 −=+ xfxf

)
, 

а  либо не существует, 
либо 

( 0xf
( ) ( )000 +≠ xfxf .  
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Если функцию  доопределить по непрерывности, то по-
лучится непрерывная в точке  функция  

f

0x

( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

=+
≠

=
.xx,xf

,xx,xf
xf

00

0

0
~

 

Опр. 3. Точка называется точкой разрыва первого рода 
функции , если существуют 
конечные 

0x
f

( )00 +xf  и 
( )00 −xf , причем 
( ) ( )00 00 −≠+ xfxf . 
Значение функции ( )0xf  

в данном случае может суще-
ствовать или не существовать. 

Величина ( ) ( )00 00 −−+= xfxfу  – это скачок функции  в 

точке . 

f

0x
Пример 1. Показать, что при 3=x  функция 

3
1arctg
−

=
x

y  имеет разрыв. 

◄ Если 03−→x , то −∞→
− 3
1

x
 и 

23
1arctglim

03

π
−=

−−→ xx
. В случае, когда 03+→x ,  +∞→

− 3
1

x
 

и 
23

1arctglim
03

π
=

−+→ xx
. Т.о., при  функция имеет как ле-

вый, так и правый конечный предел, причем эти пределы раз-
личны. Сл–но, 

3→x

3=x  является точкой разрыва первого рода. 

Скачок функции в этой точке равен π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−−

π
=σ .► 

22
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Опр. 4. Точка называется точкой разрыва второго рода 
с бесконечным скачком функции , если существуют 

0x
f ( )00 +xf  

и  и хотя бы один из них равен ( 00 −xf ) ∞+  или ∞− . 
Примеры точек разрыва второго рода с бесконечным скач-

ком приведены ниже. 

 
( ) −∞=

−→
xf

xx 00

lim    ( ) +∞=
−→

xf
xx 00

lim  

( ) R∈=
+→

Axf
xx 00

lim    ( ) +∞=
+→

xf
xx 00

lim  

Пример 2. Показать, что при  функция 3=x
3−

=
x

xy  

имеет разрыв. 

◄ Находим −∞=
−−→ 3

lim
03 x

x
x

, +∞=
−+→ 3

lim
03 x

x
x

. Т.о., функ-

ция при  не имеет ни левого, ни правого конечного пре-
дела. Сл–но, 

3→x
3=x  является точкой разрыва второго рода с бес-

конечным скачком.► 
Опр. 5. Точка называется точкой разрыва второго рода, 

если хотя бы один из пределов
0x

( )00 +xf  или ( )00 −xf  не суще-
ствует. 

Как пример, функция Дирихле  является раз-

рывной в каждой точке 
⎩
⎨
⎧

∈
∈

=
,x
,x

y
I

Q
,0

,1

R∈x , причем все точки – точки разры-
ва второго рода. 
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§ 3. Некоторые свойства непрерывных функций 
1. Если функция  непрерывна на некотором отрезке 
, то на этом отрезке найдется, по крайней мере, одна точка 
 такая, что значение функции в этой точке будет удовле-

творять соотношению , где 

)(xf
[ ba, ]

1xx =
)()( 1 xfxf ≥ x  – любая другая точ-

ка отрезка, и найдется, по крайней мере, одна точка  такая, 
что значение функции в этой точке будет удовлетворять соот-
ношению 

2x

)()( 2 xfxf ≤ .  
Значения Mxf =)( 1  и  – наибольшее и наи-

меньшее значения функции  на этом отрезке. Поясним с 
помощью рисунка, на котором представлены графики трех не-
прерывных на 

mxf =)( 2

)(xf

[ ]ba,  функций ,  и . 1y 2y 3y

 
Легко видеть, что на [ ]ba,  функция  один раз достигает 

наибольшего 
1y

M  и наименьшего  значений. Функция  во 
всех точках  имеет одно и то же значение – оно одновре-
менно и наибольшее, и наименьшее. Функция  на 

m 2y
[ ba, ]

3y [ ]ba,  два-
жды принимает наибольшее M  и наименьшее  значения. Но 
хоть один раз наибольшее и наименьшее значения принимает 
каждая из них! 

m

(Отметим, что на интервале ( )ba,  утверждение теоремы 
может оказаться неверным. Пример: xy =  – функция не имеет 
на интервале ( )ba,  наибольшего и наименьшего значений, т.к. 
не достигает значений  и b !) a
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2. Если функция  непрерывна на отрезке )(xf [ ]ba,  и при-
нимает на концах этого отрезка значения разных знаков, то ме-
жду точками  и  найдется, по крайней мере, одна точка a b

cx = , в которой функция обращается в нуль (это значит, что 
график функции хотя бы раз пересечет ось  в пределах это-
го отрезка; 

OX
cx =  – как раз такая точка).  

 
Графики функций  и  таковы, что на концах отрезка 
 их ординаты (значения функций) различны. При этом 

график  пересекает ось  один раз, а график – три раза, 
но хоть один раз – каждый из них. 

1y 2y
[ ba, ]

]

1y OX 2y

3. Если функция  определена и непрерывна на отрезке 
 и на концах этого отрезка принимает неравные значения 

 и 

)(xf
[ ba,

Aaf =)( Bbf =)( , то, каково бы ни было число μ , заклю-
ченное между числами  и A B , найдется такая точка cx = , за-
ключенная между  и b , что a μ=)(cf . 

Следствие. Если функция  непрерывна на некотором 
отрезке и принимает на нем наибольшее и наименьшее значе-
ния, то на этом отрезке она принимает, по крайней мере, один 
раз любое значение, заключенное между ее наибольшим и наи-
меньшим значениями. 

)(xf
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