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1. Производная 

1.1. Задачи, приводящие к понятию  

производной функции 

Задача 1. Материальная точка A  движется прямоли-

нейно и неравномерно по закону  tfS  , где S  – рассто-

яние, которое отсчитывается от некоторой начальной точ-

ки, t  – время движения этой точки. Найти скорость  tv  в 

данный момент времени t . 

Решение.    tftS  ,    ttfttS  . 

За время t  материальная точка пройдёт путь 

   tfttfS   (рис.1). 

Найдём среднюю скорость 

:срv  

t

S
vср




 . 

Чем меньше промежуток 

t , тем меньше скорость от-

личается от истинной в мо-

мент t . Примем за истинную 

скорость  tv  предел средней 

скорости при :0t  

 
t

S
tv

t 




 0
lim .    (1) 

Рассмотрим частный случай. Свободное падение мате-

риальной точки без начальной скорости выражается фор-

мулой 
2

2gt
S  . 

Найти скорость движения в произвольный момент 

времени t . 

Решение. В момент t  
2

2gt
S  , в момент tt   

O

S

S=f t( )

t

S t( )

)( ttS 

S

t t

t

tt 

A

Рис. 1

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



 4 

   22
2

2
22

tttt
gttg

SS 


 . 

Найдём :S  

  2
2

2

22
2

2
t

g
tgt

gt
tttt

g
S  . 

Средняя скорость 

tggt
t

t
g

tgt

t

S
v 











2

12

2

ср . 

По определению имеем: 

  gtt
g

gt
t

S
tv

tt
















 2
limlim

00
. 

Следовательно, скорость в любой момент времени t  равна: 

  gttv  . 

Задача 2. Через поперечное сечение проводника про-

текает неравномерное количество электричества по зако-

ну  tqq  , здесь q  – заряд, t  – время, время 0t  берётся 

за начало отсчёта. Найти силу тока в момент t . 

Решение. В момент t   tqq  , в момент tt   

 ttqqq  : 

   tqttqq  . 

Средняя величина тока 
t

q
I




ср . Чем меньше t , тем 

меньше срI  отличается от истинного тока  tI  в момент t . 

По определению имеем: 

 
t

q
tI

t 




 0
lim .     (2) 

Задача 3. Найти угловой коэффициент касательной к 

данной кривой  xfy   в точке  000 ; yxM . Ка
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Решение. Пусть  000 ; yxM  и  yyxxM  00 ;  – две 

точки на графике (рис. 2). Прямую MM0  называют секу-

щей. 

Определение 1. Касательной AM0  к графику функции 

 xfy   в точке 0M  называется предельное положение 

секущей MM0  при стремлении точки M к точке 0M  по 

графику (или то же самое 

при 0x ) (рис. 2). 

Найдём угловой коэф-

фициент касательной k  как 

предельное значение угло-

вого коэффициента секу-

щей секk  при 0x . Из 

MNM0  (рис. 2)  

tg
x

y
k 




сек ,  

где   – угол между секущей MM0  и осью Ox . 

0
0

lim tg
x

y
k

x








,    (3) 

где 0  – угол между AM0  и осью Ox . 

1.2. Определение производной 

Во всех задачах 1, 2, 3 п. 1.1. равенства (1), (2) и (3) по 

своей структуре одинаковы. Если отойти от конкретного 

содержания, то в данных задачах приращение функции де-

лилось на приращение аргумента, а затем вычислялся пре-

дел их отношения. 

Мы пришли к основному понятию дифференциального 

исчисления – к понятию производной. 

Пусть функция  xfy   определена в промежутке X . 

Фиксируем любое значение x  из этого промежутка и зада-

O

y

y

x

Рис. 2
0x xx 0

. .

.
y=f x( )

M

M0
0 N

y

yy 0

0

A
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дим аргументу в точке x  произвольное приращение x  

такое, что значение xx   также принадлежит X . Найдём 

приращение функции: 

   xfxxfy  . 

Рассмотрим в данной точке x  отношение приращения 

функции к соответствующему приращению аргумента x : 

   
x

xfxxf

x

y









.    (4) 

Определение 2. Производной функции  xfy   в дан-

ной фиксированной точке Xx  называется предел от-

ношения (4) при 0x , если этот предел существует. 

Производную обозначают одним из следующих сим-

волов:  xy ,  xf  , y , xy , 
dx

dy
. 

Итак, по определению: 

 
   

x

xfxxf

x

y
xf

xx 









 00
limlim .   (5) 

Заметим, что если функция  xfy   имеет производ-

ную для всех Xx , то эта производная является некото-

рой функцией переменной x . 

Операция нахождения производной от функции 

 xfy   называется дифференцированием этой функции. 

Пример. Дана функция 2xy  . Найти её производную 

:y  1) в произвольной точке x ; 2) при 4x . 

Решение. 1) При значении аргумента, равном xx  , 

имеем: 

 2xxyy  . 

Найдём приращение функции: 

  222
2 xxxxxxy  . 

Составим отношение :
x

y




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xx
x

xxx

x

y










2

2 2

. 

Найдём предел, называемый производной функции 
2xy   в точке :x  

  xxx
x

y
y

xx
22limlim

00








. 

Итак, производная функции 2xy   в любой точке x  равна 

:2x    xx 22 


. Мы видим, что xy 2  является функцией 

независимой переменной x . 

2) При 4x  получаем 842 y . 

В задачах 1, 2, 3 п. 1.1. найдены производные соответ-

ствующих функций. Мгновенная скорость в равенстве (1) 

 
t

S
tv

t 




 0
lim  есть производная от пройденного пути S  по 

времени :t  

tSv  . 

В этом состоит механический смысл производной. 

Сила тока в равенстве (2) есть производная от количе-

ства электричества, проходящего через поперечное сече-

ние проводника в момент времени :t  

  t
t

q
t

q
tI 






 0
lim  – это физический смысл. 

Угловой коэффициент касательной в равенстве (3) есть 

производная  0xf   в точке :0x  

 00
0

lim xftg
x

y
k

t








 . 

В этом состоит геометрический смысл производной. 
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1.3. Понятие дифференцируемости функции 

в данной точке 

Определение 3. Функция  xfy   называется диффе-

ренцируемой в точке Xx , если приращение y  этой 

функции в точке x , соответствующее приращению аргу-

мента x , можно представить в виде: 

  xxxAy   ,    (6) 

где A  – некоторое число, не зависящее от x , а  x  – 

функция аргумента x  является бесконечно малой при 

0x . 

Теорема 1. Если функция  xfy   дифференцируема в 

точке Xx , то  xfA  . 

□ Из равенства (6) следует:  xA
x

y





 . Найдём 

предел 
x

y




 при 0x : 

     AAxAxA
x

y

xxxx







0limlimlimlim

0000
 . 

Следовательно,   Axf  .  ▄ 

Справедливо и обратное утверждение. 

1.4. Связь между дифференцируемостью  

и непрерывностью функции 

Теорема 2. Если функция  xfy   дифференцируема в 

данной точке Xx , то она и непрерывна в этой точке. 

□ Из формулы (6) вытекает, что 0lim
0




y
x

, т.е. функ-

ция  xfy   непрерывна в точке x .  ▄ 

Замечание. Обратная теорема не верна. Существуют 

непрерывные в данной точке функции, которые в этой точ-

ке не являются дифференцируемыми. 
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Пример. xy  . 

Функция непрерывна в точке 0x . Покажем, что она 

не дифференцируема в этой точке. 

 









.0если,

,0если,

xx

xx
xxf  

1limlim
00











 x

x

x

y

xx
 при 0x , 

1limlim
00











 x

x

x

y

xx
 при 0x . 

Следовательно, производ-

ной функции xy   в точке 

0x  не существует. Функция 

xy   в точке 0x  не являет-

ся дифференцируемой (рис.3). 

Если 0x , то говорят о 

правосторонней производной 

функции  xfy   в точке x ; если 0x , то предел функ-

ции в точке x  называется левосторонней производной. 

Обозначения:  0 xf  – правосторонняя производная, 

 0 xf  – левосторонняя производная. 

В примере:     1000  ff , 

    1000  ff . 

Если функция в точке x  дифференцируема, то 

     xfxfxf  00 . В примере 1    00  ff , 

следовательно, функция xy   не дифференцируема в точ-

ке 0x . 

O

y

x

Рис. 3

y

y=|x|

x
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1.5. Правила дифференцирования суммы, 

произведения и частного 

Теорема 3. Пусть функции  xu  и  xv  дифференциру-

емы в области X . Тогда сумма, разность, произведение и 

частное этих функций (частное при условии, что   0xv ) 

также дифференцируемы в этой области, причём имеют 

место формулы: 

        

            
 
 

       
  

























.)3

,)2

,)1

2 xv

xvxuxvxu

xv

xu

xvxuxvxuxvxu

xvxuxvxu

  (*) 

□ 1. Пусть    xvxuy  . Обозначим u , v , y  

приращения функций  xu ,  xv ,  xy  в точке Xx , соот-

ветствующие приращению аргумента x . Тогда: 

             xvxuxxvxxuxyxxyy  

                  vuxvxxvxuxxu  , 

x

v

x

u

x

y














. 

Устремим x  к нулю: 0x  и найдём предел. Про-

изводные в правой части существуют по условию теоремы, 

поэтому 

x

v

x

u

x

v

x

u

x

y

xxxx 































 0000
limlimlimlim , 

   xvxuy  . 

2. Пусть      xvxuxy  . 

            xvxuxxvxxuxyxxyy  

                     xvxuvxvuxu  

              xvxuvuuxvvxuxvxu  
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      vuxuvxvu  , 

    v
x

u
xu

x

v
xv

x

u

x

y




















, 

    v
x

u
xu

x

v
xv

x

u

x

y

xxxx





















 0000
limlimlimlim , 

   xuvxvuy  , 

так как 0limlim
00







vuv

v

u

xx
. 

Следствие. Пусть Cu  , тогда     xvCxvC 


 , где 

C  – константа. 

3. Пусть  
 
 xv

xu
xy  . 

 
 

 
 

 
 

 
 












xv

xu

vxv

uxu

xv

xu

xxv

xxu
y  

 
           

   







xxvxv

xuvxvxuuxvxvxu
 

 
   

   xxvxv

xuvxvu




 . 

Заметим, что   0 xxv  при достаточно малых x . 

   

   xxvxv

xu
x

v
xv

x

u

x

y

















, 

   

   xxvxv

xu
x

v
xv

x

u

x

y

x

xx

x 





















0

00

0 lim

limlim
lim , 

   
 xv

xuvxvu
y

2


 .  ▄ 
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1.6. Производная обратной функции 

Теорема 4. Пусть функция  xfy   строго монотон-

на, непрерывна, дифференцируема в окрестности точки 

0x  и   00  xf . Тогда обратная функция  ygx   имеет 

производную в точке  00 xfy  , причём: 

 
 0

0

1

xf
yg


     (7) 

или короче:           
x

y
y

x



1

. 

□ Для обратной функции  ygx   найдём приращение 

x  в точке :0y   

   00 ygyygx  ,   

x

yy

x








 1
, 

 0

0

00

1

lim

11
limlim

xf

x

y

x

yy

x

x

yy 



















. 

Таким образом, в точке :0y  

   
 0

00

1

xf
yxyg


 .  ▄ 

Геометрический смысл формулы (7) следующий: 

  tgxf 
0  (см. п. 1.2) 

Из рис. 4 имеем: 



tg

tg
1

 ,  т.е.  

 
 

tg
xf

yg 



0

0

1
: 

производная обратной функции 

 ygx   равна тангенсу угла наклона 

  касательной к оси Oy . 

O

y

x

Рис. 4

y=f x( )

x=g y( )

0y

0x



M.
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1.7. Производная сложной функции 

Наша задача – установить правило, которое позволит 

найти производную сложной функции   xufy  , если 

известны производные составляющих её функций 

 ufy  ,  xuu  . 

Теорема 5. Если:  

1) функция  xuu   дифференцируема в точке :0x  

 0xuux
 ; 

2) функция  ufy   дифференцируема в соответствую-

щей точке  :00 xuu    0ufyu
 , то сложная функция  

  xufy   дифференцируема в точке 0x  и её производная 

вычисляется по формуле: 

       00 xuufxuf x 


 

или короче 

xux uyy  .     (8) 

□ Придадим аргументу x  в точке 0x  произвольное от-

личное от нуля приращение x , ему будет соответствовать 

приращение u  функции  xuu  . Приращение u , в 

свою очередь, имеет приращение y  функции  ufy  . 

Функция  uf  дифференцируема в точке 0u , поэтому: 

uuyy u    [см. п. 1.3 и формулу (6)]. 

Разделим обе части данного равенства на x  и найдём 

предел при 0x : 
























 x

u

x

u
y

x

y
u

xx


00
limlim  

xuxxu
xxx

u uyuuy
x

u

x

u
y 












0limlimlim

000
 . 

Таким образом, xux uyy  .  ▄ 
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1.8. Вычисление производных элементарных функций 

Алгоритм вычисления производной функции  xfy  , 

дифференцируемой в области X , реализуется в 4 шага: 

1) находим новое значение функции   yyxxf   в 

точке Xxx  ; 

2) находим приращение функции    xfxxfy  ; 

3) составляем отношение: 
   

x

xfxxf

x

y









; 

4) вычисляем предел полученного отношения при 0x : 

y
x

y

x






 0
lim . 

Примеры (производные элементарных функций) 

1. Cy  , где C  – константа. Согласно алгоритму име-

ем: 

1) Cyy  ; 

2)     0 CCxfxxfy ; 

3) 0
0









xx

y
; 

4) 00limlim
00






 xx x

y
. 

Следовательно, 0C . 

2. Производная показательной функции xay  : 

1) xxayy  ; 

2)  1  xxxxx aaaay ; 

3) 
x

a
a

x

y x
x








  1
; 

4) aa
x

a
a

x

a
ay x

x

x

x
x

x

x
ln

1
lim

1
lim

00



















. 

Таким образом,   aaa xx ln


. 
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Частный случай. Пусть ea  , тогда   xx ee  , так как 

1ln e . 

3. Производная логарифмической функции xy alog . 

Функция yax   является обратной для логарифмиче-

ской функции xy alog . Используем формулу (7) п. 1.6. 

Найдём производную показательной функции xax  : 

axaax y
y lnln  . 

По формуле (7) 
axx

y
y

x
ln

11



 . 

Таким образом,  
ax

xa
ln

1
log





. 

Частный случай. Пусть ea  , тогда  
x

x
1

ln 


. 

4. Производная степенной функции axy  , где Ra . 

Докажем, что   1
 aa axx . Рассмотрим сначала случай 

0x . Прологарифмируем по основанию e  обе части 
axy  : 

 xay

функциясложная

lnln  . 

Найдём производную:    


xay lnln , 
x

a

y

y



, отсюда: 

1 aa ax
x

a
x

x

a
yy . 

Заметим, что 

 
y

y
y





ln .    (9) 

Формула (9) называется логарифмической производной 

функции  xfy  . 
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Примеры: 

1)   xx 22 


; 

2)    
x

xxx
2

1

2

1
2
1

2
1








,    

x
x

2

1



; 

3)  
3 2

3

3

1

x
x 


; 

4)  
n n

n

xn
x

1

1





. 

5. Производные тригонометрических функций:  

а) xy sin ;   б) xy cos ;   в) xy tg ;   г) xy ctg . 

а) xy sin : 

1)  xxyy  sin ; 

2)   






 





2
cos

2
sin2sinsin

x
x

x
xxxy ; 

3) 






 
















 









2
cos

2

2
sin

2
cos

2
sin2

x
x

x

x

x

x
x

x

x

y
; 

4) x
x

x
x

x

x

y
y

xxx
cos

2
coslim

2

2
sin

limlim
000








 













. 

Таким образом,   xx cossin 


. 

б) аналогично:   xx sincos 


 – доказать самостоя-

тельно. 

в) xy tg . Докажем, что  

 
x

x
2cos

1
tg 


; 
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  














x

x
x

cos

sin
tg |применяем правило дифференцирования 

дроби, см. п.1.5|  

   
xx

xx

x

xxxx
22

22

2 cos

1

cos

sincos

cos

sincoscossin









 ; 

г) доказать самостоятельно, что  
x

x
2sin

1
ctg 


. 

6. Производные обратных тригонометрических функ-

ций. 

1. xy arcsin , 11  x , 
22


 y . 

Найдём производную обратной функции yx sin , 

yxy cos . По формуле (7) 

22 1

1

sin1

1

cos

1

xyy
yx





 . 

Таким образом, 

 
21

1
arcsin

x
x





. 

2. xy arccos . Доказать самостоятельно: 

 
21

1
arccos

x
x





. 

3. xy arctg , Rx . Данная функция является обрат-

ной для функции yx tg  
y

xy 2cos

1
 . По формуле (7) име-

ем: 

22

2

1

1

tg1

1
cos

1

xy
y

x
y

y

x








 . 

Таким образом,   
21

1
arctg

x
x





. 
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4. xy arcctg . Доказать, что 

 
21

1
arcctg

x
x





. 

7. Производные гиперболических функций. 

По определению: 1) 
2

sh
xx ee

x


 ; 2) 
2

ch
xx ee

x


 ; 

3) 
x

x
x

ch

sh
th  ; 4) 

x

x
x

sh

ch
cth  . 

1)   xx chsh 


;  2)   xx shch 


;  

3)  
x

x
2ch

1
th 


;  4)  

x
x

2sh

1
cth 


. 

Доказательства очевидны. Например: 

 
xx

xx

x

x
x

22

22

ch

1

ch

shch

ch

sh
th 

















. 

Вывод. Производные элементарных функций являются 

элементарными функциями. Следовательно, операция 

дифференцирования не выводит нас из класса элементар-

ных функций. 

1.9. Производная степенно-показательных выражений 

Степенно-показательным выражением называется 

функция вида:    xv
xuy  , где   0xu ,   1xu . 

Задача. Найти y , если  xu  и  xv  – дифференцируе-

мые функции. 

Решение. Прологарифмируем по основанию e  обе ча-

сти равенства    xv
xuy  :  

   xuxvy lnln  . 

Используем формулу (9):      
 
 xu

xu
xvxuxv

y

y 



ln , 
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     
 
 








 








 


u

u
vuvu

xu

xu
xvxuxvyy v lnln . 

Пример.  
2

sin
x

xy  . Найти y . 

Решение. xxy sinlnln 2 , 
x

x
xxx

y

y

sin

cos
sinln2 2


, 

        xxxxxy
x

ctgsinln2sin 2
2

 . 

1.10. Сводка формул 

№ y  y  № y  y  

1 C  0  6 xcos  xsin  

2.1 ax  1 axa  7 xtg  
x2cos

1
 

2.2 x  1 8 xctg  
x2sin

1
  

2.3 
x

1
 

2

1

x
  9 xarcsin  

21

1

x
 

2.4 x  
x2

1
 10 xarccos  

21

1

x
  

2.5 n x  n nxn 1

1


 11 xarctg  

21

1

x
 

3.1 xa  aaxln  12 xarcctg  
21

1

x
  

3.2 xe  xe  13 xsh  xch  

4.1 xalog  
xx ln

1


 14 xch  xsh  

4.2 xln  
x

1
 15 xth  

x2ch

1
 

5 xsin  xcos  16 xcth  
x2sh

1
  
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Таблицу производных 1.10 выучить наизусть. 

1.11. Уравнение касательной  

и уравнение нормали к кривой 

Задача 1. Написать уравнение касательной  MN  к 

кривой    в точке   000 ; yxM , предполагая, что каса-

тельная не параллельна оси ординат (рис. 5). 

Определение 4. Кривая   назы-

вается гладкой, если к каждой её 

точке можно провести касатель-

ную. Очевидно, что непрерывно 

дифференцируемая в области X  

функция  xfy   в Xx  имеет 

касательную. 

Уравнение прямой  MN , проходящей через точку 

 000 ; yxM  имеет вид: 

 00 xxkyy  , где  0xfk   (см. п. 1.2). 

Следовательно, уравнение касательной  MN : 

  000 xxxfyy  .    (10) 

Задача 2. Написать уравнение нормали  DE , прове-

дённой к гладкой кривой   в точке 0M . 

Решение. Нормалью к кривой    называется прямая 

 DE , проходящая через точку 0M  и перпендикулярная к 

касательной  MN  в этой точке (рис. 5). 

Известно, что произведение угловых коэффициентов 

двух перпендикулярных прямых равно  1 . 

Угловой коэффициент касательной  0xfk  , тогда 

угловой коэффициент нормали  DE  
 0

1

1

xf
k




 . Следова-

y

xM

M

O

D

E

N

0



Рис. 5
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тельно, уравнение нормали  DE  в точке  0M  имеет 

вид: 

 
 0

0

0

1
xx

xf
yy 


 .   (11) 

Пример. Написать уравнения касательной и нормали к 

кривой 13  xy  в точке  2;1M . 

Решение. 23xy  ; 31
xy . Следовательно, угловой 

коэффициент касательной 3k  и угловой коэффициент 

нормали 
3

1
1 k . По формуле (10) найдём уравнение каса-

тельной: 

 132  xy . 

По формуле (11) найдём уравнение нормали: 

 1
3

1
2  xy .  ► 

1.12. Определение дифференциала функции 

Пусть функция  xfy   дифференцируема в области 

X . Тогда приращение y  этой функции в любой точке 

Xx  можно записать в виде (6):   xxxAy   . 

Правая часть формулы )6(  состоит из двух слагаемых: 

первое из них xA   при 0A  есть линейная относительно 

x  функция и при 0x  xA   является бесконечно ма-

лой того же порядка, что и x ; второе слагаемое x  

при 0x  есть бесконечно малая функция более высоко-

го порядка по сравнению с x . При 0A  слагаемое xA   

называется главной частью приращения дифференцируе-

мой функции.  

Определение 5. Дифференциалом функции  xfy   в 

данной точке Xx  называется произведение xA  . 
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Обозначение дифференциала: dy  или  xdf . Итак, по 

определению xAdy  . Если в формуле (6) 0A , то dy  

полагают равным нулю. 

В п. 1.3 доказано, что  xfA  , поэтому дифференци-

ал   xxfdy  . Для независимой переменной x  введём 

обозначение: dxx  , тогда: 

  dxxfdy  .   (12) 

1.13. Геометрический смысл дифференциала 

Пусть точке M  на кривой  xfy   соответствует зна-

чение аргумента x , точке Q  на той же кривой – значение 

аргумента xx  .  MN  – касательная в точке M  к кривой 

(рис. 6) yRQ  ; из :MNR  

  dyxxfxRN  tg  [см. формулу (12)]. 

Таким образом, дифферен-

циал с геометрической точки 

зрения равен приращению орди-

наты касательной  MN , на 

рис. 6 – RN . При малых x  

дифференциал dy  является хо-

рошим приближением для при-

ращения y , поэтому во многих практических задачах 

вместо y  находят более простое :dy  

dyy  .     (13) 

Абсолютная погрешность вычисляется по формуле: 

dyy  . 

Относительная погрешность вычисляется по формуле: 

y

dyy




 . 

y

x

M

O

Q

R

N

Рис. 6

x

.

.

.
.

x xx 
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Пример. Найти y  и dy  функции 3xy   в точке 

2x , если 1,0x . 

Решение.   dxxdxxdy 


 23 3 , 2,11,023 2
2 xdy . 

   3322333
33 xxxxxxxxxxy  

   xxxxxx
dy

 


22 33 . 

     1,001,06,02,11,01,01,0231,023 22y  

261,1061,02,1  . 

По приближённой формуле (13) 2,1 dyy . 

Ошибка (абсолютная погрешность) 061,0 . 

Относительная погрешность 05,0
261,1

061,0







y

dyy
 . 

Из соотношения (13) можно приближённо найти 

 xxf  :     dyxfxxfy  , 

    dyxfxxf  .    (14) 

Приближённые формулы: 

1)   xxxxx  cossinsin ; xx sin  при 0x ; 

2) xe x  1 , 0x ; 

3)   xx 1ln , 0x ; 

4)   xx  


11 , 0x . 

1.14. Основные формулы дифференциалов 

1. 0dC ;   2. dxxdx  1  ; 

3. dxaada xx  ln ;  4. dxede xx  ; 

5. 

a
x

dx
xd a

ln
1

log  ;  6. 
x

dx
xd ln ; 

7. dxxxd  cossin ;  8. dxxxd  sincos ; 
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9. 
x

dx
xd

2cos
tg  ;  10. 

x

dx
xd

2sin
ctg  ; 

11. 
21

arcsin
x

dx
xd


 ; 12. 

21
arccos

x

dx
xd


 ; 

13. 
21

arctg
x

dx
xd


  и т.д. 

Из формулы (*) п. 1.5 и формулы (12) вытекают сле-

дующие правила для вычисления дифференциалов суммы, 

разности, произведения и частного: 

 

 

.

,

,

2v

dvuduv

v

u
d

dvuduvvud

dvduvud
















    (**) 

1.15. Инвариантность формы дифференциала 

Для функции  xfy  , дифференцируемой в области 

X , была установлена формула (12):  dxxfdy  , где x  – 

независимая переменная. Будет ли справедлива формула 

(12), если аргумент x  сам является дифференцируемой 

функцией новой независимой переменной t :  xfy  , 

 txx  ? 

Докажем, что формула (12) справедлива и в этом слу-

чае. Функция y  является сложной функцией аргумента t , 

а x  – промежуточной функцией: 

txt xyy  ,   dtxydtydy txt  . 

Так как dxdtxt  , то dxydy x   – (12), т.е. получили 

прежнюю формулу (12) дифференциала. Указанное свой-

ство дифференциала функции называют инвариантностью 
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Из формулы (12) получаем, что 
dx

dy
yx  , т.е. произ-

водная функции  xfy   как для независимой, так и для 

зависимой переменной x  равна отношению дифференциа-

ла этой функции dy  к дифференциалу dx . 

Заметим, что правило дифференцирования сложной 

функции [см. формулу (8)] принимает вид: 

dt

dx

dx

dy

dt

dy
 . 

1.16. Методические указания к практическим занятиям 

Пример 1. Найти производную функции 3xy  : 

1) в произвольной точке x ;   2) при 2x . 

Решить самостоятельно (см. пример  из п. 1.2). 

Пример 2. Найти производную функции xy   в лю-

бой точке 0x . 

Решение. Вычисление производной функции  xfy   

производится в 4 шага (п. 1.8): 

1)   xxxxfyy  ; 

2)     xxxxfxxfy  ; 

3) 
x

xxx

x

y









; 

4) 









 x

xxx

x

y

xx 00
limlim |числитель и знаменатель 

домножим на  xxx  |  

   
 







 xxxx

xxxxxx

x 0
lim  

    xxxxx

x

xxxx

xxx

xx 2

1
limlim

00













. 
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Итак,  
x

x
2

1



.  

Пользуясь формулами (*) п.1.5 и сводной формулой 

п. 1.10, найти производные следующих функций: 

1) 532  xxy ;  2) 
323

143

xxx
xy  ; 

3) xxy sin3  ; 4) 
x

y
x

ch

5
 ,  5)  

t

t
t

2log1

tg


 . 

Решение 

1)         320325353 22 











 xxxxxxy ; 

2) 






 











  32

323
43

143
3
1

2
1

xxxx
xxx

xy  

      












  3243 3

1
2
1

xxxx  

    







  43 324

3

1
3

2

1
3
4

2
1

xxxx  

433 4

381

2

1

xxxx
 ; 

3)   xxy sin3  |производная произведения функций|  

    xxxxxxxx cossin3sinsin 3233 





 ; 

4) 


















x
y

x

ch

5
|производная частного двух функций|  

     
 

 
x

xx

x

xx xxxx

22 ch

5shch5ln5

ch

ch5ch5 







 ; 

5)  
     

 


























2
2

22

2 log1

tglog1log1tg

log1

tg

t

tttt

t

t
t  
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 

 







2

2

22

log1

tg
2ln

1
log1

cos

1

t

t
t

t
t  

   222
2

log12ln

tg

log1cos

1

tt

t

tt 



 . 

Задание 1. Самостоятельно найти производные сле-

дующих функций: 

1) 
xx

xxy
1

sin

2
4 24  ;  2) 32  xxy ; 

3)   2
5log xxy  ; 4)  

x

x

e
xf

3
 ; 5) 4

1
2

2 
t

tS ; 

6) 
3

3
2

2






x

x
U ;  7)   tttZ tg22  , вычислить  0Z  ; 

8) 
8

6 5x
y  , вычислить  1y . 

Ответы: 1) 
22

3 1

sin

cos2
84

xx

x
xxy  ; 2) 

x
y

1
1 ; 

3) xx
x

y 5log2
5ln

1
 ;  4)    13ln

3











x

e
xf ; 

5) 
3

2
2

t
tS  ;  6) 

 22 3

12




x

x
U ;  7)   00 Z ;  8)  

48

5
1 y . 

Задание 2. Найти производные сложных функций, ис-

пользуя формулу (8): 

1)  42 243  xxy ; 2) xy 8sin ; 3) xy 3cos ; 

4) 43  xy ;  5) 22 sinsin xxy  , вычислить  0y ; 
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6) 
1

1

2 


xx
y , вычислить  1y . 

Решение: 

1)   






  xxxy

42 243  |положим 243 2  xxu , тогда 

4uy  . Применяем формулу (8) дифференцирования 

сложной функции|  

     





 464243 324 xuxxuuy xuxu  

     462434
32  xxx ; 

2)   


 xx xy 8sin |положим xu 8 , тогда uy sin |  

          xuxuuy xuxu 8cos88cos8sin 





 ; 

3)    xy 3cos |положим xu cos , тогда 3uy  |  

         xxxxxuuy xu
222 cossin3sincos3sin3  ; 

4)   


 xux uyuyxuxy ;44 33  

42

3
3

2

1

3

2
2




x

x
x

u
. 

После определённой тренировки промежуточный ар-

гумент u  можно не записывать (держать его «в уме»), та-

ким способом в дальнейшем следует научиться вычислять 

производные сложных функций. Решим те же и оставшие-

ся примеры, держа «в уме» функцию u : 

1)          

функции
основания

япроизводна

функции
сложной

япроизводнаu

xxxxxy 462434243
3242 
















 ; 
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2)  xxxy
u

8cos888cos8sin 













 ; 

3)     xxxxxy

основания
япроизводна

степени
япроизводна

223 cossin3sincos3cos 


  ; 

4)      







































основания
призводная

степени
япроизводна

u

xxxxy 2333 34
2

1
44 2

1
2
1


  

42

3

2

2




x

x
|производная от корня 

42

1

3 x
 умножается на 

производную подкоренного выражения 23x |; 

5)       





 2222 sinsinsinsin xxxxy  

  22 cos22sin2coscossin2 xxxxxxx  ; 

  00cos020sin0 y ; 

6)   









 





















2
1

1
1

1 2

2
xx

xx
y  

             





121
2

1
11

2

1 2
3

2
3

222 xxxxxxx  

 32 12

12






xx

x
;  

2

1
1 y . 

Задание 3. Найти производные сложных функций: 

1)  523 374  xxy ;  2)  10
xay  , a  – число; 

3) 

7
1

342 









x
xxy ; 4) 

3 2 65  xxy ;  Ка
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5) 

9

13

1














t

t
S , вычислить  1S ; 

6) 
x

a

a

x
y coscos  , a  – число, вычислить  ay . 

Ответы. 1)    xxxxy 14123745 2423  ; 

2)  910 xay  ;  

3) 


















2

6
1

2

3
4

1
3427

xxx
xxy ; 

4) 

 23 2 653

52






xx

x
y  (см. пример 3 из п. 1.8); 

5)  
 213

36

13

1
















tt

t
tS ,   91 S ; 

6) 
x

a

x

a

a

x

a
y sinsin

1
2

 ,   0 ay . 

Задание 4. Найти производные функций: 

1) xy sin ;  2) 
1

1
tg

2 




x

x
y ; 3) 

21

2
cos

x
y


 ; 

4) xy 4sin6 ; 5) 
3 23 5cos3sin xxy  . 

Решение: 

1)  


x
xx

xxy

корня
япроизводнасинуса

япроизводна

cos
2

1

2

1
cossin 


  ; 
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2) 









































дроби
япроизводна

тангенса
япроизводна

x

x

x

xx

x
y

1

1

1

1
cos

1

1

1
tg

2

2

2
2

 

   

 












22

2

2

2 1

1211

1

1
cos

1

x

xxx

x

x
 

 22

2

2

2 1

12

1

1
cos

1











x

xx

x

x
; 

3) 
 




















































дроби
япроизводна

корня
япроизводна

косинуса
япроизводна

x

x

x

xx
y

22

2

22
1

22

1

2
2

1

1

2
sin

1

2
cos  

 2
3

2

2

1

1

2
sin2

x

x
x






 ; 

4)       





 xxxxxxy 44cos4sin64sin4sin64sin 556  

xxxx 4cos4sin2444cos4sin6 55  ; 

5)   
3 23 5cos3sin xxy  

 
  



 xx

xx

корняокубическогяпроизводна

5cos3sin

5cos3sin3

1 23

3 222

  
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 
    





 








 xxxx

xx

5cos5cos6sinsin3

5cos3sin3

1 2

3 222

   

 









 




3 223

2

5cos3sin3

55sin5cos2cossin3

xx

xxxxx
 

 3 223

2

5cos3sin

10sin5cossin

xx

xxx




 . 

Задание 5. Найти производные: 

1) 
x

y



1

1
cos ; 2) xy 2cos ; 3) ttS  ; 

4)   44tg4tg
4

1
 xxxf , вычислить 









4


f . 

Ответы: 1) 
 312

1

1
sin

x

xy


 ; 2) 
x

x
y

2cos2

2sin
 ; 

3) 
 ttt

t
S






4

12
;  

4)  
xx

x
xf

4cos

4

cos

tg
22

3

 ; 2
4












f . 

Задание 6. Найти производные: 

1) xy 7arcsin ; 2) 1arcsin  xy ; 3) xy 5arccos ; 

4) xy 5arccos ; 5) xy 2arctg ; 6) 3arctg xy  . 

Решение. Используются формулы 9 – 12 из сводки 
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1)  
 

 
22 491

7
7

71

1
7arcsin

x
x

x
xy

арксинуса
япроизводна















; 

2)  
 

  






 1

11

1
1arcsin

2
x

x

xy  

    122

1

12

1

11

1










xxxx
; 

3)  
2251

5
5arccos

x
xy





 ; 

4)    
2

4
45

1

arccos5
arccosarccos5arccos

x

x
xxxy








 ; 

5)  
 

 
22 41

2
2

21

1
2arctg

x
x

x
xy

аарктангенс
япроизводна















; 

6)  
   3 23 23 22
3

3

13

1

3

1

1

1
arctg

xxxx
xy

аарктангенс
япроизводна









. 

Задание 7.  

1) xy arcsin ; 2) xy 4arccos3 ; 3) 4arctg xy  ; 

4)  
x

1
arctgxf ;  5)  21arcctg xy  , вычислить  1y . 

Ответы: 1) 
xx

y



12

1
; 2) 

2

2

161

4arccos12

x

x
y


 ; 

3) 
 xx

y



14

1

4 3
; 4) 

21

1

x
y


 ; 5)   21 y . 
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Задание 8.  

1) xy sin2 ; 2) xey 4sin3

 ; 3) xy tglog5 ; 4)  xy lnln ; 

5) xy 5lnsin3 ; 6)  1log4
2  xxy , вычислить  3y . 

Решение: 

1)     


 xy

функции
нойпоказатель
япроизводна

xx sin2ln22 sinsin
  


 

x

x
x

x

x

корня
оквадратног
япроизводна

x

sin2

cos
2ln2sin

2

1
2ln2 sinsin 


 ; 

2)     


 xeey

функции
нойпоказатель

призводная

xx 4sin34sin4sin 33

  

xxexxe xx 4cos4sin1244cos4sin3 24sin24sin 33

 ; 

3)     





 x
x

xy

функции
ескойлогарифмич

япроизводна

tg
5lntg

1
tglog5


 










xx
x

xxxx
2cos5ln

cos

sin

1

2cos5lntg

1

2
2

 

5ln2sin

1




xx
; 

4)     
xx

x
x

xy
ln

1
ln

ln

1
lnln 





 ; 

5)     


 xxxxy 5ln5lncos5lnsin35lnsin 23  
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 
x

xx
x

x
xx

5lncos5lnsin3
5

5

1
5lncos5lnsin3

2
2 




 ; 

6)     
  4ln1

1log21log
2

44
2







x

x
xxxxy

япризведениот
япроизводна

  
, 

   
  4ln4

9
6

4ln13

3
13log323

2

4 


y . 

Задание 9. Найти производные: 

1) 
x

y
4tg

2 ; 2) arctgshxey  ;  3)  xxy 2log 3
3  ; 

4)  34lntg5  xy ;  5) 
 x

e
y

x

7lg

4

 . 

Ответы: 1) 
xx

y
x

4cos4tg

22ln2
2

4tg




 ;   2) 

x

e
y

x

ch

arctgsh

 ; 

3) 
  3ln2

23
3

2






xx

x
y ;   4) 

 
   34lncos34

34ln20
2

4






xx

xtg
y ; 

5) 
  
 xx

xxe
y

x

7ln10ln

17lg10ln4
2

4




 . 

Задание 10. Найти дифференциалы функций: 

1) xxy 44  ; 2)   xxy 2arcsin1ln2  ;  

3)    23arctg  xxf ; 4) xy 3sh . 

Решение. Используем формулу (12) из п. 1.12 диффе-

ренциала функций: 

1)      dxxdxxxddy xxx 4ln4444 344 


 ; 

2)       


 dxxxxxddy 2arcsin1ln2arcsin1ln 22  

 
 

dx
xx

x






















241

2

1

1ln2
; 
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3)       
 2231

3
23arctg







x

dx
dxxdxxfxdf ; 

4)   xdxxdxxdy chsh3sh 23 


 . 

Задание 11. Найти дифференциалы: 

1) xey x 2cos ; 2) 
x

x
y

cos

sin2

 ; 3)  53log4  xy . 

Ответы: 1)  dxxedy x 2sin ; 

2) dx
x

xxx
dy

2

3

cos

sincos2sin 
 ; 3) 

  4ln53

3




x

dx
dy . 

Задание 12.  
1. Определить приращение и дифференциал функции 

23 52 xxy   при переходе x  от значения 10 x  к значе-

нию 01,1x . Найти абсолютную погрешность   и относи-

тельную погрешность  . 

2. Найти приближённое значение 05,1arctg . 

3. Найти приближённо 3 6,8 . 

Решение (см. пример из п. 1.13): 

1) найдём приращение функции: 

    00 xfxxfy  

     2
0

3
0

2
0

3
0 5252 xxxxxx  

  32
0

2
0

3
0 332 xxxxxx  

  2
0

2
0

2
0

2
0 5235 xxxxxx  

 2
0

32
0

2
0

3
0 52662 xxxxxxx  

 2
0

2
0

2
0 52510 xxxxx  

    32
00

2
0 256106 xxxxxx

dy


  

. Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



 37 

Так как 10 x , 01,0101,10  xxx , то: 

          
32

01,0201,05601,01061y  

 161102,0000002,00011,016,0  . 

Вычисляем дифференциал функции: 

   dxxxdxxxdxydy 10652 223 


 ,  xdx  , 

    16,001,01061 dy . 

Абсолютная погрешность  

001102,016,0161102,0  dyy . 

Относительная погрешность 

007,0
161102,0

001102,0







y

dyy
  – 

очень мала, поэтому при малых значениях x  приращение 

y  заменяется на дифференциал dy  с относительной по-

грешностью  ; 

2) найдём приближённо с помощью дифференциала 

05,1arctg . 

Решение: рассмотрим функцию   xxf arctg . Поло-

жим 10 x , 05,1x , тогда 05,0105,10  xxx . При-

меним формулу (14) из п. 1.13: 

   
0

arctgarctgarctg 00 xx
xdxxx


 . 

    
21

arctgarctg
x

dx
dxxxd





 , 

2
0

0
1

arctg
x

dx
xd


 , 025,0

11

05,0
1arctg 


d ,  

7854,0
4

1arctgarctg 0 


x . 

Следовательно,  

8104,0025,07854,01arctg1arctg05,1arctg  d ; 
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3) найдём с помощью дифференциала 3 6,8 . 

Решение. Рассмотрим функцию   3 xxf  . Положим 

80 x , 6,8x , 6,086,8 x . 

 
3 2

33

3 x

dx
dxxxd 


 ,   05,0
12

6,0

83

6,0

3 28
3

0
xxd , 

2833
0 x , тогда   05,205,02886,8 8

333
0

 xd . 

Задание 13. 1. Определить приращение и дифферен-

циал функции   232  xxxf  при переходе x  от 00 x  

до 1,0x . Найти абсолютную и относительную погрешно-

сти. 

2. Найти приближённое значение 3 54,27  с помощью 

дифференциала. 

3. Найти приближённо 31sin . 

Ответы:  

1.   29,00 f ;   3,00 df ; 01,0 ; 03,0 . 

2. 02,3 . 3. 515,0 . 

1.17. Производные и дифференциалы высших порядков 

1.17.1. Определение производной n-го порядка 

Пусть производная  xf   функции  xf  является диф-

ференцируемой функцией x  в области  . 

Определение 6. Производной второго порядка (второй 

производной) функции  xf  называется производная от 

производной  xf  . 

Вторую производную обозначают y  ,  xf  , 
2

2

dx

yd
, 

  xf 2 , y . 
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Пример 1. 4xy  , функция дифференцируема в обла-

сти   ;X , 34xy   – функция дифференцируема в 

  ; .  

  23 124 xxy 


  

Предполагая, что все рассматриваемые функции диф-

ференцируемы, аналогично можно ввести определения 

производных третьего, четвёртого и т.д. порядков. 

Обозначения: y  ,  xf  , 
3

3

dx

yd
,   xf 4  и т.д. 

Пусть найдена производная  1n -го порядка 

  xf n 1 , и пусть эта функция дифференцируема. 

Определение 7. Производной n -го порядка ( n -й про-

изводной) функции  xfy   называется производная от 

производной  1n -го порядка       xfxf nn 
1 . 

Обозначения:  ny ,   xf n , 
n

n

dx

yd
. 

Замечание. Функцию  xfy   называют нулевой про-

изводной:     xfxf 0 . 

Для нахождения производной какого-либо высшего 

порядка от функции  xfy   последовательно находят все 

производные низших порядков. 

Определение 8. Функция  xfy  , имеющая конечные 

производные до n -го порядка включительно в области X , 

называется n  раз дифференцируемой в области X . 

Производная высшего порядка функции  xfy   в 

фиксированной точке Xx 0  является числом. 

Пример 2. Найти  ny  для функции 

123 35  xxxy  в точке 10 x . 
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Решение. 295 24  xxy , xxy 1820 3  ,  

1860 2  xy ,   xy IV 120 ,    1201 IVy . 

1.17.2. Физический смысл производной  

второго порядка 

Пусть функция  xfy  , дважды дифференцируемая в 

области X , описывает закон движения материальной точ-

ки. Первая производная  xfy   есть скорость движения 

Xx . Вторая производная  xfy   является ускоре-

нием (ускорение – это производная от скорости движения): 

 
   















 x

xfxxf
xf

x 0
lim . 

Пример. Найти скорость  tS  и ускорение  tS   сво-

бодно падающего тела, если пройденный путь 

  tv
gt

tS 0

2

2
 , где 28,9

c

мg   – ускорение движения, 0v  – 

начальная скорость движения, t  – время. 

Решение:   0vtgtS   – скорость падения,  

    gvtgtS 



0  – ускорение. 

1.17.3. Вычисление производных высших порядков 

Оно не представляет никаких трудностей по сравне-

нию с вычислением первой производной. 

Задание 1. Найти производную n -го порядка: 

1) axy  ; 2) xy ln ; 3) xay  ; xy sin)4  ;  

5)  baxfy  , Ra , Rb ; 

6)    xvxuy  , где  xu  и  xv  – n  раз дифференцируе-

мые функции в X . 

Решение: 1) xy  , R . 
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1  xy ,       211 1  





   xxxy , 

        32 211  


   xxy . 

Нетрудно увидеть общий закон (можно, например, 

применить метод математической индукции),  
      nan xnaaay  11  . 

Если na   ( Nn  – натуральное число), то 
    !121 nnny n   , (читается n  факториал). 

nn  21! , 1!0  , 1!1 , 54321!5  . 

Тогда    0ny  при an    Na . 

2) xy ln , 
x

y
1

 ,  
2

21 1
1

1

x
xx

x
y 














  , 

     
3

32

2

2
21

1

x
xx

x
y 














  , 

   
44

43

3

!3321
3212

2

xx
xx

x
y IV 

















  , …,  

   
 

n

nn

x

n
y

!1
1

1 



. 

Заметим, что множитель   1
1




n
 при изменении числа 

 1n  на единицу изменяет знак на противоположный; 

3) xay  ; aay x ln ,  

    aaaaaay xxx 2lnlnln 





 , aay x 3ln , …, 
  aay nxn ln ; 

4) xy sin ; 









2
sincos


xxy ,  

  










 2

2
sinsincos


xxxy , аналогично  
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







 3

2
sin


xy , …,  









 nxy n

2
sin


; 

5)  baxfy  , где x  – независимая переменная, a  и 

b  – действительные числа.  

Данная функция является сложной. Применяем фор-

мулу (8) дифференцирования сложной функции: 

  abaxfy

u

  ,  

       baxfabaxfaabaxfy 





 2 , …,  

    baxfay nnn  ; 

6)    xvxuy  . Последовательно дифференцируем 

данную функцию. 

vuvuy  ,  

      



 vuvuvuvuuvvuvuvuy  

vuvuu  2 ; 

        



 vuvuvuvuvuvuy 22  

 vuvuvuvuvuvu 22  

vuvuvuvu  33 . 

Аналогично находятся  IVy , Vy , … . 

            

       .
!3

21

!2

1

3

21

nn

nnnnn

vuvu
nnn

vu
nn

vnuvuvuy

















     (15) 

Полученная формула носит название формулы Лейб-

ница. Она совпадает с формулой бинома Ньютона 

 nvuy  , где n  – показатель степени, а в формуле (15) 

вместо степени nu  и nv  стоят производные )(nu  и )(nv  

(производные обозначаются скобками:  n , а показатель 

степени n  – без скобок). 
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Задание 2. Найти  ny  функции: 

1) xy alog ;   2) kxey  ;   3) xy cos ; 

4)    xvbxuay  , Ra , Rb ,   5)  xuay  Ra . 

Ответы: 1)      
n

n
n

x

n

a
y

!1

ln

1
1









; 2)   kxnn eky  ; 

3)  








 nxy n

2
cos


; 4)      nnn vbuay  ;  

5)    nn uay  . 

1.17.4. Дифференциалы высших порядков 

Пусть функция  xfy   n  раз дифференцируема в об-

ласти X . Найдём дифференциал функции  xfy   по 

формуле (12):  dxxfdy  , назовём его дифференциалом 

первого порядка (первым дифференциалом) функции 

 xfy  . Так как  xf   в области X  является функцией, 

то дифференциал первого порядка dy  также является 

функцией в области X . 

Определение 9. Дифференциалом второго порядка 

(вторым дифференциалом) функции  xfy   называется 

дифференциал от дифференциала первого порядка: 

 dydyd 2 . 

Определение 10.  Дифференциалом  n -го  порядка   

( n -ым дифференциалом) функции  xfy   называется 

дифференциал от дифференциала  1n -го порядка: 

 yddyd nn 1 . 

Вычисляя дифференциалы высших порядков, рассмат-

ривают два случая: 

1) x  – независимая переменная; Ка
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2) x  – зависимая переменная, т.е. функция некоторой пе-

ременной :t   txx   – пусть дифференцируема в области 

T . 

В первом случае dx  является приращением независи-

мой переменной и, следовательно, dx  – число, поэтому: 

           222 dxxfdxxfdxxfddxxfddydyd  , 

т.е. 
22 dxyyd  .    (16) 

    322223 dxydxydxyddxdxydyddyd   и т.д. 

         11111 nnnnnn yddxdxydyddyd  

     nnnn dxydxydx  1 . 

Таким образом,   nnn dxyyd  . 

Отсюда следует, что  
n

n
n

dx

yd
y  , т.е. производная n -го 

порядка функции  xfy  , дифференцируемой n  раз в об-

ласти X , равна дроби, числитель которой равен диффе-

ренциалу n -го порядка функции  xfy  , а знаменатель – 

n -я степень приращения dx  независимой переменной x . 

Рассмотрим второй случай. Используя п.1.15 (инвари-

антность формы дифференциала), получаем: 

 dxxfdy  , где  dttxdx  . 

Тогда по определению находим :2 yd   

     dxxfddydyd 2  

 |применяем формулу дифференциала произведения (**) 

из п. 1.14|            xdxfdxxfdxdxfxfddx 22  . 

Следовательно, для сложной функции  xfy  , 

 txx   второй дифференциал yd 2  имеет два слагаемых, в 

то время как для функции в первом случае – одно слагае-

мое [см. формулу (16)]. 
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Вывод: для второго дифференциала сложной функции 

(второй случай) инвариантность формы нарушается. 

Аналогичное заключение можно сделать и для дифферен-

циалов более высоких порядков. 

1.18. Дифференцирование неявных функций 

Соотношение между функцией y  и аргументом x  

может быть задано различными способами: 

1) в явном виде:  xfy  ; 

2) в неявном виде:   0, yxF ; 

3) в параметрической форме: переменные x  и y  являются 

функциями переменной t , называемой параметром: 

 

 







ty

tx



 ,
   t , где предполагается, что функция 

 tx   имеет обратную  xtt  . 

Дифференцирование явно заданных функций рассмот-

рено в предыдущих параграфах. В этом параграфе рас-

смотрим дифференцирование неявных функций, а в сле-

дующем – функций, заданных параметрически. 

Пусть   0, yxF , где  xfy  . По условию  

   0, xfxF .    (17) 

Дифференцируем тождество (17) по x , используя пра-

вило вычисления сложной функции. Затем из полученного 

уравнения относительно y  находим производную y . 

Задание 1. Найти производную y  неявных функций: 

1) 0922  yx ;  2) 05cossin32  xyyx ;  

3) xy yx  ;   4) x
x

y
5tg  . 

Решение: 1) 0922  yx . Дифференцируем обе ча-

сти уравнения по x , где y  есть функция от x :  
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y

x
yyyx  022 ; 

2)   05cossin32 


 xyyx ,  

        05cossin32 











xyyx

ияпроизведен
япроизводна

 , 

  0sincos32 223 



xyyyyxyx

xотфункция
сложнаяy

 , 

 
yyx

xyx
yxyxyyxy

cos3

2sin
2sincos3

22

3
322




 ; 

3) xy yx  . Прологарифмируем обе части уравнения по ос-

нованию e  и применим формулу логарифмической произ-

водной (9) из п. 1.8. 

yxxy lnln  ,    
иепроизведениепроизведен

yxxy





lnln , 

   


 yxyxxyxy lnlnlnln . 


)9(

lnln

формула

y

y
xy

x

y
xy


 ;  

решим уравнение относительно y :  

x

y
y

y

x
xy 








 lnln ,  

 
 xxyx

yyxy
y

x

yyx

y

xxy
y












ln

lnlnln
. 

4)  











x

x

y
5tg ; 


5

cos

1

2















дроби
япроизводна

x

y

x

y
; Ка
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5

cos22




x

y
x

yxy
; 

x

y
xyxy 22 cos5  , 

x

x

y
xy

y
x

y
xyxy

22

22
cos5

cos5


 . 

Задание 2. Найти y  неявных функций: 

1) 076522  yxyx ; 2) 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, Ra , Rb ; 

3) 0arctg  xeyx x . Найти  0y . 

Ответы: 1) 
62

25






y

x
y ; 2) 

ya

xb
y

2

2

 ; 3)   20 y . 

Указание. В заданное уравнение подставить 0x  и 

найти y . 

1.19. Дифференцирование функций, 

заданных параметрически 

Пусть зависимость y  от x  выражена через вспомога-

тельную переменную t , называемую параметром: 

 txx  ,  tyy  ,   t ,    (18) 

где функция  txx   имеет обратную функцию  xtt  . Ес-

ли из уравнений (18) можно исключить параметр t , то по-

лучаем явную функцию. Подставляя, например,  xtt   во 

второе уравнение (18), будем иметь явную функцию 

  xtyy  , которую можно продифференцировать как 

сложную функцию. Но в большинстве случаев исключение 

параметра t  является трудной задачей, а в некоторых слу-

чаях вообще нельзя исключить параметр t . 
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Задание 1. Построить графики функций: 

1) 








,sin

,cos

tay

tax
 где 20  t , 0a ; 2) 









,5

,4
2

2

ty

tx
 Rt ; 

3) 








,2

,3 2

ty

tx
 Rt . 

Решение. 1. Покажем, что при изменении от 0  до 2  

множество точек   yx;  с координатами x  и y  принадле-

жат окружности 








tay

tax

sin

,cos
 радиусом a  с центром в нача-

ле координат. 

Построим таблицу: 

t

 
0

 6


 

4


 

3


 2



 
4

3
   

4

5
 2

3

 
4

7
 

2
 

x

 

a

 2

3a

 
2

2a

 
2

a
 

0

 2

2a


 

a

 2

2a


 

0  
2

2a
 a  

y

 
0

 2

a
 2

a

 
2

3a

 

a

 2

2a

 

0  2

2a


 

a

 2

2a


 

0  

  aax  0cos0 ;  

  00sin0  ay ;  

2

3

6
cos

6

a
ax 







 
;  

26

a
y 








, и т.д. 

Построим линию 

(рис.7). 

x

y

(- ;0)a ( ;0)a

(0;- )a

(0; )a 













2

3
;

2

aa















2
;

2

3 aa..

.

O

t

Рис. 7
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Исключим из параметрических уравнений параметр t . 

Возведём оба уравнения в квадрат:  









.sin

,cos
222

222

tay

tax
 

Почленно складывая, получаем уравнение окружности: 
222 ayx  . Неявное уравнение окружности 222 ayx   

определяет две явные функции: 22 xay   и 

22 xay  , графики которых соответственно образуют 

верхнюю и нижнюю полуокружности. В механике уравне-

ния (18) называют уравнениями движения материальной 

точки, где параметром t  является время. 

Если из уравнений (18) исключить параметр t , то по-

лучится уравнение траектории точки. Траекторией дви-

жения материальной точки в примере 1 является окруж-

ность. 

Примеры 2 и 3 решить самостоятельно. 

Ответы: 2) прямая 045  yx ; 3) парабола xy
3

42  . 

Задание 1. Пусть функции (18) дифференцируемы, 

причём   0 tx . Найти 
dx

dy
. 

Решение. Воспользуемся инвариантностью формы 

первого дифференциала. Из формулы (12) (п. 1.12) получа-

ем: 
dx

dy
y  , где  txx  ,  tyy  . Так как  dttydy  , 

 dttxdx  , то 
 
  t

t
x

x

y

dttx

dtty

dx

dy
y









 . 

Таким образом, производная y  по переменной x  па-

раметрически заданной функции вычисляется по формуле: Ка
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t

t
x

x

y

dx

dy
y




 .    (19) 

Если функции  txx   и  tyy   дифференцируемы 

несколько раз, то можно найти вторые, третьи и т.д. произ-

водные по x . Например: 

 
   

t

tx

t

txx
xx

x

y

dtx

dty

dx

yd
y

dx

yd

















2

2

, 

где xy  вычисляется по формуле (19). 

Задание 2. Найти производные 2-го порядка: 

1) 








,sin

,cos

tby

tax
 20  t , 0a , 0b  – действительные 

числа; 

2) 
 

 







ty

ttx

cos14

,sin4
 в точке 

2


t ; 

3) 








.cossin

,sincos

ttty

tttx
 4) 













ty

tx

3

3

sin
3

1

,cos
3

1

 в точке 
6


t . 

Решение: 1) taxt sin , tbyt cos . По формуле (19) 

получаем: t
a

b

ta

tb

x

y

dx

dy

t

t ctg
sin

cos








 ; 

 
ta

b

ta

t
a

b

x

y

dx

yd
t

t

tx
322

2

sinsin

ctg




















 ; 

2)  txt cos14  , tyt sin4 .  

По формуле (19)  Ка
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  2
ctg

4

1

2
sin24

2
cos

2
sin2

cos14

sin4

2

t

t

tt

t

t

x

y
y

t

t
x 












 ; 

 

    




























t

t

tt

t

x

yd

dx

yd

t

t

t

x

cos14

4

1

2

1

2
sin

1

sin4

2
ctg

4

1
2

2

2

 

2
sin64

1

2
sin2

2
sin32

1

422 ttt




 , 

16

1

2

1
64

1

4
sin64

1
4

42













 
txxy . 

Примеры 3 и 4 выполнить самостоятельно. 

Ответы: 3) tyx tg ; 
tt

yxx 3cos

1
 ; 

    4) 
tt

yxx
sincos

1
4 

 , 
9

32

6

 y . 

2. Некоторые теоремы о дифференцируемых функциях 

Теорема 1. (Теорема Ролля) Пусть функция  xfy   

удовлетворяет следующим условиям: 

1) определена и непрерывна на отрезке  ba; ; 

2) дифференцируема в интервале  ba; ; 

3)    bfaf  . 

Тогда     0:;  cfbac . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция  xfy   не-

прерывна на отрезке  ba; , то по теореме Вейерштрасса  
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 :;, 21 baxx     Mxf 1 ,   mxf 2 , 

где M  и m  соответственно наибольшее и наименьшее 

значения функции  xfy   на отрезке  ba; . 

Возможны два случая. 

1. mM  . Тогда     0 xfconstxf   bax ; . 

2. mM  . Так как по условию 3 данной теоремы 

   bfaf  , то функция  xf  достигает хотя бы одного из 

значений M  или m  в интервале  ba; . 

Пусть, например  bac ; , в которой   Mcf  . Тогда 

 
   
















 0при0

,0при0
lim

0 x

x

x

cfxcf
cf

x
 

  0 cf , так как по условию 2 дан-

ной теоремы функция  xf  дифферен-

цируема в  ba; .  ▄ 

Геометрический смысл теоремы 

Ролля следующий:   0:  cfc  – каса-

тельная, проведённая в точке P  к гра-

фику функции  xfy  , параллельна оси абсцисс (рис. 8). 

Из рис. 9 видно, что дифферен-

цируемость функции очень важна. 

Функция 1 xy , 42  x , на 

концах промежутка принимает рав-

ные значения, но её производная не 

обращается в нуль. 

Теорема 2 (теорема Лагран-

жа). Пусть функция  xfy   удовлетворяет следующим 

условиям: 

1) определена и непрерывна на отрезке  ba; ; 

2) дифференцируема в интервале  ba; . 

O

y

a c b
x

P

Рис. 8

O

y

x

Рис. 9

y
x

=|
-1

|

-2 1 4
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Тогда  :;bac   

   
 cf

ab

afbf





.     (20) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. На отрезке  ba;  рассмотрим 

вспомогательную функцию 

     
   

 ax
ab

afbf
afxfx 




F , 

которая удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля: не-

прерывна на  ba; , дифференцируема в  ba; ,    ba FF  . 

На основании теоремы Ролля  bac ;  такая, что 

  0 cF . Найдём  xF  : 

   
   

ab

afbf
xfx




F ,    

   





 0

ab

afbf
cfcF  

 
   

ab

afbf
cf




 .  ▄ 

Формулу (20) называют формулой Лагранжа или фор-

мулой конечных приращений: приращение    afbf   

дифференцируемой функции  xfy   на отрезке  ba;  

равно приращению  ab  аргумента, умноженному на 

значение производной функции в некоторой точке интер-

вала  ba; . 

Геометрический  смысл  

теоремы Лагранжа:  угловой  

коэффициент касательной  

  tg cf  равен угловому ко-

эффициенту секущей :AB  

tg
AC

BC
, т.е. касательная KP , 

проведённая к графику функции  xfy   в точке P  с абс-

циссой c , параллельна секущей AB . 

O

y

a c b
x

P

Рис. 10

y=f x( )

A C

B

K

. . .

. .
.
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Замечание. Так как  bac ; , то  abac   , где 

10   – правильная дробь, то формулу Лагранжа можно 

записать: 

       ababafafbf   . 

Теорема 3 (Коши). Пусть функции  xf  и  xg  удо-

влетворяют следующим условиям: 

1) непрерывны на отрезке  ba; ; 

2) дифференцируемы в интервале  ba; ; 

3)   0 xg   bax ; . 

Тогда  :;bac  

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf









.   (21) 

Доказательство теоремы Коши аналогично доказатель-

ству теоремы Лагранжа. Вводится вспомогательная функ-

ция 

     
   
   

    agxg
agbg

afbf
afxfx 




F , 

и повторяется доказательство теоремы 2. 

Следует заметить, что формула (20) является частным 

случаем формулы (21):   xxg  . Если    afbf  , то из 

теоремы 2 следует теорема 1 (Ролля). 

3. Правила Лопиталя 

Существуют два правила Лопиталя раскрытия неопре-

делённостей: 








0

0
 и 












. 

Теорема 1. (Первое правило раскрытия неопределён-

ности вида 








0

0
). Пусть функции  xf  и  xg  удовлетво-

ряют следующим условиям: 
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1) определены, непрерывны и дифференцируемы в некото-

рой окрестности точки ax  , за исключением, может 

быть, самой точки a ; 

2)   0 xg ; 

3)   0lim 


xf
ax

,   0lim 


xg
ax

; 

4)   конечный или бесконечный предел: 
 
 xg

xf

ax 




lim . 

Тогда и существует предел 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

axax 





limlim . 

Теорема 2. (Второе правило раскрытия неопределён-

ности вида 











). Пусть функции  xf  и  xg  удовлетво-

ряют следующим условиям: 

1) определены, непрерывны и дифференцируемы в некото-

рой окрестности точки ax  , за исключением, может 

быть, самой точки a ; 

2)   0 xg ; 

3)   


xf
ax

lim  (или  ),   


xg
ax

lim  (или  ); 

4)   конечный или бесконечный предел: 
 
 xg

xf

ax 




lim . 

Тогда существует и 
 
 xg

xf

ax
lim , равный 

 
 xg

xf

ax 




lim , 

т.е. справедлива формула: 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

axax 





limlim . 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть  nx  – произ-

вольная последовательность   axn  , причём Nn  

axn  . Доопределим функции  xf  и  xg  в точке :a  
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    0 agaf  Тогда функции  xf  и  xg  будут непре-

рывны в окрестности точки a , дифференцируемы в интер-

вале  nxa;  и   0 xg . По теореме Коши, в интервале 

 nxa;  существует точка nc , в которой 

   
   

 
 

 
 

 
 n

n

n

n

n

n

n

n

cg

cf

xg

xf

cg

cf

agxg

afxf














. 

При n  acax nn  , так как  nn xac ; . 

Следовательно, 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

ax
n

n

n 





limlim ,  

т.е.  

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

axax 





limlim .  ▄ 

Пример 1. Вычислить предел с помощью правила Ло-

питаля: 
30

123sin4
lim

x

xx

x




. 

Решение. 











 0

0123sin4
lim

30 x

xx

x
 

 |применяем первое правило Лопиталя|  














 0

0

3

123cos12
lim

20 x

x

x
 

 |повторно применяем правило Лопиталя|  

18
6

108

6

3cos108
lim

0

0

6

3sin36
lim

00






















x

x

x

xx
. 

Доказательство второго правила Лопиталя (теорема 2) 

аналогично доказательству теоремы 1. 
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Пример 2. Найти 
4

12
lim

2

2





 x

xx

x
. 

Решение. 

































 x

x

x

xx

xx 2

22
lim

4

12
lim

2

2

 

1
2

2
lim 

x
. 

Пример 3. Вычислить 
5lg

ln
lim

2

2

 x

x

x
. 

Решение. 













 

10ln

lg2

ln
2

lim
5lg

ln
lim

2

2

x

x

x
x

x

x

xx
 

10ln

10ln

1

10ln
1

lim
lg

ln10ln
lim 2
















x

x

x

x

xx
. ► 

Замечание. Если предел отношения производных не 

существует, то ничего нельзя сказать о пределе отношения 

функций. 

Пример 4. 
 










 x

xx

x

xx

xx

cos
lim

cos
lim  

 x
x

xx
sin1lim

1

sin1
lim 





 не существует. 

Следовательно, правило Лопиталя применять нельзя, 

но 

1
cos

1lim

cos

lim
cos

lim 



























 x

x

x

x
x

xx

x

xx

xxx
 – 

существует. 
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4. Раскрытие неопределённостей других видов 

К таким неопределённостям относятся  0 ,   , 

 1 ,  00 ,  0 . 

Покажем, что с помощью алгебраических преобразо-

ваний эти неопределённости можно свести к рассмотрен-

ным ранее неопределённостям 








0

0
 и 












. 

1)           


0lim,0limlim xgxfxgxf
axaxax

 

 

 











 0

0

1
lim

xg

xf

ax
. 

Пример 1. Найти xx
x

lnlim 3

0
. 

Решение.    















3

0

3

0 1

ln
lim0lnlim

x

x
xx

xx
 

0
3

lim
3

1

lim
3

0

4

0





















x

x

x
xx

.  ► 

2)           


xgxfxgxf
axaxax

lim,limlim  

 
       





















 0

01
:

11
lim

xgxfxfxgax
. 

Пример 2. Найти 











 1

11
lim

0 xx ex
. Ка
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Решение.  











 1

11
lim

0 xx ex
|приведём дроби к 

общему знаменателю|
 
















 0

0

1

1
lim

0 x

x

x ex

xe
 

2

1

2
lim

0

0

1

1
lim

00



















 xx

x

xxx

x

x xee

e

xee

e
.  ► 

3) Раскрытие неопределённостей вида 1 , 00 , 0 . 

Пусть    xg
xfy   – показательно-степенная функция, 

для которой требуется найти y
ax

lim . Рассмотрим следую-

щие случаи: 

а)   1lim 


xf
ax

,   


xg
ax

lim , имеет неопределённость 1 ; 

б)   0lim 


xf
ax

,   0lim 


xg
ax

, имеет неопределённость 00 ; 

в)   


xf
ax

lim ,   0lim 


xg
ax

, имеет неопределённость 0 . 

Прологарифмируем    xg
xfy  :    xfxgy lnln  . 

При ax  получим 

   xfxgy
axax

lnlimlnlim


 ,    xfxgy
axaxax 

 limlnlimlimln . 

Вычисляем пределы для случаев а, б и в. 

а)      01lim,limlimln 


xfxgy
axaxax

; 

б)      


00lim,0limlimln xfxgy
axaxax

; 

в)      


0lim,0limlimln xfxgy
axaxax

. 

Следовательно, случаи а, б и в свелись к неопределён-

ности  0 , рассмотренной в случае 1. 
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Пример 3. Найти x

x
xsin

0
lim


. 

Решение.  0sin

0
0lim 



x

x
x . Логарифмируем функцию 

xxy sin  и затем вычисляем предел. 

xxy lnsinln  ,    


0lnsinlimlimln
00

xxy
xx

 



























 0

0

cos

sin
lim

sin

cos

1

lim

sin

1

ln
lim

2

0

2

00 xx

x

x

x
x

x

x

xxx
 

001
cos

sin
lim

sin
lim

00


 x

x

x

x

xx
. 

Итак, 0limln
0




y
x

, 1lim 0

0



ey

x
.  ► 

Пример 4. Найти  xxx

x

1

3lim 


. 

Решение.  xxy x
1

3  ,     03ln
1

ln x
x

y x . 

   


















 x

x
x

x
y

x

x

x

xx

3ln
lim3ln

1
limlnlim  

 























 x

x
x

x

x

x

x

x 3

13ln3
lim

1

13ln3
3

1

lim  

3ln
3ln3

3ln3
lim

13ln3

3ln3
lim

2

32





















 x

x

xx

x

x
. 

Следовательно, 3lim3lnlnlim 3ln 


eyy
xx

.► 
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Найти следующие пределы. 

№ 1. 
1

lim
2

0 



 xx e

xx
.  № 2. 

x

x

x ctg

ln
lim

0
.  № 3. 










 220

1

sin

1
lim

xxx
.  

№ 4. 
67

22
lim

23

23

1 



 xx

xxx

x
. № 5. 

xx

xx

x sin

sintg
lim

0 




.  

№ 6. 









 xx

x

x ln

1

1
lim

1
.  № 7.   xx

x
tg2lim

2







.  

№ 8.   x

x
x 2tgtglim

4


.  № 9. 
x

x
x

ln
1

arctg
2

lim 












.  

№ 10. 
x

x

x sec

tg
lim

2


.  № 11. 
x

x

x 5sinln

sinln
lim

0
.  

№ 12. xx
x

lnlim 3

0
.   № 13. 










 xxx

1

sin

1
lim

0
.   

№ 14.   xx
x

tg12sinlim
2
1




. № 15. 









 t
t

t

1
ctglim

0
. 

№ 16.  xx
x

1

lnlim


.  №17. xx
x

ln21
6

0
lim 


. 

№ 18.   2
tg

1
2lim

x

x
x






.  №19.    12ln1lim
01




x
a

x
x

. 

№ 20.   x

x
x

cos
2lim

2







. № 21. 

x

x x










 2

1
1lim . 

Ответы. № 1. 1 . № 2. 0 . № 3. 1. № 4. 
2

1
. № 5. 3 . 

№ 6. 
2

1
. № 7. 2 . № 8. 1 . № 9. 

e

1
. № 10. 1. № 11. 1.  

№ 12. 0 . № 13. 0 . № 14. 


2
 . № 15. 0 . № 16. 1. № 17. 3e .  

№ 18. 
2

e . № 19. ae . № 20. 1. № 21. 1. 
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5. Формула Тейлора 

Во многих случаях вычисление значений функции 

 xf  при конкретных значениях x  оказывается затрудни-

тельным. Например, как найти значения функций xcos , 

 x1ln  для любых x  из области определения данных 

функций?  Один  из эффективных приёмов в этих случаях 

– замена функции  xf  степенным многочленом (полино-

мом) вида: 

       nnn xxaxxaxxaaxP 0
2

02010   ,   (22) 

значение которого при 0xx   равно значению  0xf . 

Пусть функция  xfy   дифференцируема  1n  раз в 

некоторой окрестности точки 0x . Потребуем, чтобы в точ-

ке 0x  были равны значения      00 xPxf k
n

k  , nk ,,1,0  .  

Тогда   00 axf  ,   10 axf  ,   20 2axf  , …, 

   !0 naxf n
n  . Из полученных равенств найдём коэффи-

циенты :ka  

  
!

0

k

xf
a

k

k  , nk ,0 .    (23) 

Подставим найденные числа ka  в формулу (22): 

      

 
 

  
  .

!!2
0

02
0

0

000

n
n

n

xx
n

xf
xx

xf

xxxfxfxP









        (24) 

Формула (24) называется многочленом Тейлора функции 

 xfy  . Очевидно, что в других точках 0xx   

   xPxf n . Разность между  xf  и  xPn  обозначим 

 xRn : 

     xPxfxR nn  ,    (25) 

которую называют остаточным членом.  
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Из равенства (25) получаем формулу 

      
 

 

  
   .

!

!2

0
0

2
0

0
000

xRxx
n

xf

xx
xf

xxxfxfxf

n
n

n






 

  (26) 

Вблизи точки 0x  остаточный член  xRn  во многих 

случаях является малой величиной, поэтому многочлен 

 xPn  даёт приближённое значение  xf . Оценить ошибку 

позволяет формула остаточного члена: 

 
  
 

  1
0

1

!1







 n
n

n xx
n

cf
xR ,   (27) 

где c  – некоторая точка, принадлежащая промежутку 

 0; xx . Формула (27) называется формулой Лагранжа 

остаточного члена. Величину c  можно представить в виде: 

 00 xxxc   , где 10   – правильная дробь. Тогда 

формула (6) примет вид: 

 
 
 

    00
1

1
0

!1
xxxf

n

xx
xR n

n

n 



 



 . 

Формула остаточного члена может быть представлена 

и в другой форме: 

а)  
 

      00
1

1
0 1
!

xxxf
n

xx
xR nn

n

n 


 


  – форма 

Коши; 

б)     n
n xxoxR 0  – форма Пеано, где   nxxo 0  – бес-

конечно малая более высокого порядка по сравнению 

с  nxx 0 . 

Формула (26) называется формулой Тейлора разложе-

ния функции  xf . 

При 00 x  формула (26) принимает вид: 
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     
    

 xRx
n

f
x

f
xffxf n

n
n





!

0

!2

0
00 2  ,   (28) 

где  
 

  xf
n

x
xR n

n

n 1
1

!1





 , 10  . Формула (28) назы-

вается формулой Маклорена. 

6. Разложение важнейших функций 

по формуле Маклорена с остаточным членом 

в форме Лагранжа 

1. xey  . 

Найдём  значение  функции xe  и её производные до 

 1n -го порядка в точке 00 x . 

xey  , xey  , …,   xn ey  ,   xn ey 1 . 

    100 0  eyf ,   10 f ,   10 f , …,    10 nf ,  
   xn exf  1 , где 10   – некоторое число. 

Формула (28) для функции xe  имеет вид: 

 
1

2

!1!!2
1 


 n

xn
x x

n

e

n

xx
xe



 .   (29) 

2. xy sin . 

xy cos , xy sin , …,  








 nxy n

2
sin


,  

    









2
1sin1 

nxy n . 

  00sin0 f ,   10cos0 f ,   00sin0 f , …, 

   







 nf n

2
sin0


. 

Все производные чётного порядка равны нулю. По-

этому формула (29) имеет вид: 
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 
  n

n
n

R
n

xx
xx 2

12
1

3

!12
1

!3
sin 





 ,  (30) 

где 
 

  














2
12sin

!12

12

2


 nx

n

x
R

n

n , 10  . 

3. xy cos . 

Формула (28) имеет вид: 

 
  12

242

!2
1

!4!2
1cos  n

n
n

R
n

xxx
x  ,   (31) 

где 
 

  















2

22cos
!22

22

12


 nx

n

x
R

n

n , 10  . 

4.  xy  1ln . 

По формуле (28) 

    n

n
n

R
n

xxx
xx 

1
32

1
32

1ln  ,  (32) 

где  
   1

1

11
1








n

n
n

n
xn

x
R


, 10  , 11  x . 

5.  mxy  1 . 

По формуле (28) 

 
 

   
,

!

11

!2

1
11 2

n
n

m

Rx
n

nmmm

x
mm

mxx














  (33) 

где 
   

 
  11
1

!1

1 





 nnm

n xx
n

nmmm
R 


,  

11  x , 10  . 

6. xy arctg . 

По формуле (7) 
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  n

n
n

R
n

xxx
xx 







12
1

53
arctg

12
1

53

 ,  (34) 

где 
12

1
2




n
R n ,  1;1x . 

7. Применение формул Тейлора и Маклорена 

в приближённых вычислениях 

Для важнейших функций, рассмотренных в предыду-

щем параграфе,   0lim 


xRn
n

. Формула Тейлора (26) и 

формула Маклорена (28) позволяют приближённо пред-

ставлять функцию  xf  в виде многочлена: 

      
 

  


 2
0

0
000

!2
xx

xf
xxxfxfxf  

  
  

 n
n

xx
n

xf
0

0

!
  

или      
     n

n

x
n

f
x

f
xffxf

!

0

!2

0
00 2 


  ,  

который называется многочленом Тейлора. 

Остаточный член можно сделать меньше любого по-

ложительного числа: 

 N 00 nn ,    xRnn n0  

для любого положительного числа  . 

Пример 1. Найти приближённое значение числа e  с 

точностью до 001,0 . 

Решение. В формуле (29) положим 1x : 

 !1!

1

!3

1

!2

1
11




n

e

n
e



 . 

Найдём такое значение n , чтобы  
 

001,0
!1

1 



n

e
Rn



. 
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Так как 10  , то 3e , поэтому 
   !1

3

!1 


 nn

e
. 

Если 4n , то 001,0
40

1

54321

3

!5

3





 . 

Если 5n , то 001,0
240

1

!6

3
 . 

Если 6n , то 001,0
1680

1

!7

3
 . 

Тогда 
!6

1

!5

1

!4

1

!3

1

!2

1
11e  

  0014,00083,00417,01667,05000,02  

 718,37181,2  . ► 

Пример 2. Записать формулу Маклорена для бинома 

 nax  , где Nn , при 1n . 

Решение. Найдём значение функции  naxy   и её 

производных  ky , nk ,,2,1   в точке 0x : 

  1


n
axny ,    2

1



n

axnny , …,  
    !121 nnny n   . 

  nay 0 ,   10  nnay ,     210  nanny , …,    !0 ny n  . 

По формуле (29) ищем: 

 
  nnnnn

xxa
nn

xnaaax 


  221

!2

1
.  (35) 

Остаточный член   0xRn  (почему?). 

  222
2 xaxaxa  ,   32233

33 xaxxaaxa   

можно получить из формулы (35) соответственно при 

2n  и 3n . 

Пример 3. Найдите приближённое значение 5cos  с 

точностью до 000001,0 . 
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Решение. В формуле (31) положим 
36

5
180


x  – 

радианная мера угла. 

 
  122

2

4

4

2

2

36!2
1

36!436!2
15cos  nn

n
n

R
n


 . 

Определим число слагаемых этой формулы для полу-

чения заданной точности вычислений. Оценим величины 

последовательных остаточных членов 12 nR : 

 
  


















2

22
36

cos
36!22 22

22

12





n

n
R

n

n

n  

  22

22

36!22 






n

n

n


, 

6

2

2

1 10004,0
36!2




R , 6

4

4

3 10000003,0
36!4




R , 

00000003,0
36!6 6

6

5 


R . 

Следовательно, 000001,05 R  и для получения задан-

ной точности вычисления достаточно взять три первых 

члена: 

 0000024,00038077,01
36!436!2

15cos
4

4

2

2   

 996195,0 .  ► 

Пример 4. Найдите приближённое значение 3 29  с 

точностью до 001,0 . 

Решение. Преобразуем 3 29 : 
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3
1

27

2
13

27

2
12722729 333


















 . 

В формуле (33) положим 
27

2
x  и 

3

1
m : 

3 29  

























































 nR
3

3

2

2

27!3

22
3

1
1

3

1

3

1

27!2

2
3

1
1

3

1

327

2
13 . 

Оценим величины последовательных остаточных чле-

нов: 

 

12

27

2

27

2
1

!1

3

1
1

3

1

3

1

33
3
1 











































nn

n
n

n

R 


, 

001,0002,0
6561

12

273

223

27!2

2
3

2

3

1
3

3
222

2

1 

















R , 


























 0002,0
81

853

27!3

22
3

1
1

3

1

3

1
3

3
32

3

2R  

001,00007,02  R . 

Следовательно, для получения заданной точности вы-

числения достаточно взять три первых члена: 

  072,30005,00247,013293  .  ► 

Вычислите приближённо 
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№ 1. e  с точностью до 0001,0 . 

№ 2. 36sin  с точностью до 001,0 . 

№ 3. 10cos  с точностью до 0001,0 . 

№ 4. 70  с точностью до 001,0 . 

№ 5. 7 129 с точностью до 0001,0 . 

Ответы: 1. 6487,1 . 2. 587,0 . 3. 9848,0 .  

   4. 121,4 . 5. 0022,2 . 

8. Возрастание и убывание функции 

Пусть функция  xfy   определена, непрерывна и 

дифференцируема  в интервале  baX ;  (на отрезке 

 baX ; ). Справедлива следующая теорема. 

Теорема. Необходимым и достаточным условием не-

убывания (невозрастания) функции  xfy   в X  является 

  0 xf    0 xf . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть функ-

ция  xfy   не убывает в X . Докажем, что   0 xf  

Xx . 

Пусть Xx  и Xxx  . По теореме Лагранжа 

      xxxfxfxxf   , где 10  . 

Так как функция не убывает в X , то: 

1) при     000  xxfxxxfx  ; 

2) при     000  xxfxxxfx  . 

Достаточность. Пусть   0 xf  в X . Неубывание 

функции следует также из теоремы Лагранжа. 

Доказательство невозрастания функции аналогично 

доказательству неубывания функции. ▄ 
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9. Экстремумы функции 

Пусть функция  xfy   определена на отрезке  ba; .  

Определение 1. Точка  bax ;0  называется точкой 

максимума (минимума) функции  xfy  , если существу-

ет такая   – окрестность точки 0x     00 ;xxU , 

что     0; 00  xfxUx
o

    00  xf . 

Точки максимума и минимума называются точками 

экстремума. В интервале  ba;  может быть несколько то-

чек экстремума. Краткая запись: 0x  – точка max, 0x  – точ-

ка min, 0x  – точка ext – соответствует точке максимума, 

минимума, экстремума. 

Значение функции в точке max 0x  называется макси-

мумом функции  xf :  0max xfy  , значение функции в 

точке минимума 0x  называется минимумом функции  xf : 

 0min xfy  . 

Максимумы и минимумы (max и min) называются экс-

тремумами (ext) функции  xf . 

Теорема 1 (необходимое условие экстремума функ-

ции). Если функции  xf  в точке  bax ;0 имеет экстре-

мум, то   00  xf  или не существует.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть, например, точка 0x  – 

точка max функции  xf . Тогда    xxfxf  00  при до-

статочно малых x . Найдём производную  0xf  : 

 
   






























.0при0lim

,0при0lim
lim

0

000

0
0

x
x

y

x
x

y

x

xfxxf
xf

x

x

x
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Рассмотрим случаи:  

1) производная  0xf   существует, тогда  

      000 000  xfxfxf ; 

2) производная  0xf   не существует, тогда  

   00 00  xfxf . 

Аналогично рассматривается случай для минимума 

функции.  ▄ 

Следует заметить, что обратная теорема неверна, т.е. 

достаточного условия не существует. 

Пример 1. 3xy  . 

Найдём производную: 23xy  , которая равна нулю в 

точке 0x . Но в окрестности точки 00 x   0f  меняет 

знак при переходе через точку 00 x , т.е. функция 3xy   

возрастает и экстремума в точке 00 x  не имеет. 

Пример 2. 2xy  . 

xy 2 , 02 x , 0x .   00 f  в точке 0x . По 

определению 1, точка 00 x  является точкой экстремума. 

Определение 2. Точки ,, 21 xx , в которых   0 xf , 

называются стационарными точками. 

Определение 3. Точки ,, 21 xx , в которых производная 

 xf   не существует, называются критическими точка-

ми. 

Стационарные и критические точки в дальнейшем бу-

дем называть точками возможного экстремума. 

Теорема 2. Пусть функция  xfy   непрерывно диф-

ференцируема в окрестности точки возможного экстре-

мума 0x , т.е.   00  xf  или  xf   не существует. Тогда: 
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1) если при переходе через точку 0x  производная  xf   ме-

няет знак, то 0x  – точка ext: 

0x 0x 0x

- точка ;max0x
xf 

x
а)

+

0x 0x 0x

- точка ;min0x
xf 

x
б)

+

 

2) если при переходе через точку 0x  производная  xf   не 

меняет знак, то 0x  не является точкой ext: 

0x 0x 0x

xf 

x
в)

+ +

. 

Изобразим а, б и в на рис. 11 

x

+

0x 0x 0x

y

O

а

x

+

0x 0x 0x

y

O

б

x

+
+

0x 0x 0x

y

O

в
Рис. 11  

Пример 3. Найти точки max и min функции 

118
2

15 23  xxxy . 

Решение. 18153 2  xxy . Найдём возможные точки 

ext:  

018153 2  xx , 0652  xx    21 x , 32 x . 

  323  xxy . 
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x+ +

2 3 y  

21  x  – точка max, 32 x  – точка min. 

  1312182
2

15
22 23

max  fy , 

  5,1213183
2

15
33 23

min  fy .  ► 

Теорема 3. (2-е достаточное условие ext). 

Пусть функция  xfy   дважды непрерывно диффе-

ренцируема в окрестности стационарной точки 0x . Если 

  00  xf    00  xf , то точка 0x  является точкой мак-

симума (минимума) функции  xfy  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем формулу Тейлора (5) 

п. 5 с остаточным членом в форме Пеано: 

      
 

    2
0

2
0

0
000

!2
xxoxx

xf
xxxfxfxf 


 . 

Так как   00  xf , то из этой формулы получим: 

     
 

    2
0

2
0

0
00

!2
xxoxx

xf
xfxfxf 


 . 

По условию теоремы 3   00  xf    00  xf , следова-

тельно,   00  xf    00  xf . По определению 1 точка 0x  

является точкой max (точкой min). ▄ 

Пример 4. Найти точки экстремума функции 

232 23  xxy . 

Решение.  1666 2  xxxxy ,   016 xx , 01 x , 

12 x  – стационарные точки. Найдём y  : 612  xy . 

  060 y ,   061 y    01 x  – точка min, 12 x  

– точка max.  ► 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



 75 

10. Наименьшее и наибольшее значения функции 

Пусть функция  xfy   непрерывна на отрезке  ba; . 

Определение 1. Число m  называется наименьшим 

значением функции  xf  на отрезке  ba; , если 

   xfxfm  1    baxx ;1 . 

Определение 2. Число M  называется наибольшим 

значением функции  xf  на отрезке  ba; , если 

   xfxfM  2    baxx ;2 . 

По теореме Вейерштрасса, для функции  xfy  , не-

прерывной на отрезке  ba; , наименьшее и наибольшее 

значения существуют.  

Если наименьшее значение m  (наибольшее M ) дости-

гается в некоторой внутренней точке отрезка  ba;  (в ин-

тервале  ba; ), то это будет, очевидно, одним из миниму-

мов (максимумов). Но оно может достигаться хотя бы на 

одном конце промежутка, т.е. в точках a  и b . 

Таким образом, для нахождения наименьшего и 

наибольшего значений функции нужно сравнить все зна-

чения в точках возможного ext и в её граничных точках a  

и b . Наименьшее и наибольшее значения из этих чисел и 

будут решением задачи на нахождения наименьшего и 

наибольшего значений функции  xfy   на отрезке  ba; . 

Самостоятельно найти M  и m  для монотонно возрас-

тающей функции  xf  на  ba; . 

Пример 1. Найти наименьшее и наибольшее значения 

функции 4
24

24


xx

y  на отрезке  2;2 . 

Решение. xxy  3 , 00 3  xxy ,  

   ,0011 1  xxxx  12 x , 13 x  – стационарные 

точки принадлежат интервалу  2;2 . 
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Найдём значения функции в точках 0 ; 1 ; 2 ; 2 ; 1. 

  40 f ,   75,34
2

1

4

1
1 f ,   75,31 f ;  

 
   

64244
2

2

4

2
2

24







f ;   62 f . 

  75,31.  fyнаим ,   62.  fyнаиб . ► 

Пример 2. Найти стороны прямоугольника наиболь-

шей площади, который можно вписать в окружность 
222 Ryx   (см. рис. 12). 

Решение. Пусть xAB  , тогда из 

ABC  224 xRBC  . Площадь пря-

моугольника ABCD   

  224 xRxxS  ,  Rx 2;0 . 

Найдём наибольшую площадь пря-

моугольника на отрезке  R2;0 : 

 
 

22

22

22

22

4

24

42

2
4

xR

xR

xR

xx
xRxS









  



















04

024

существуетне

,0

22

22

xR

xR

y

y
 




















Rx

Rx

Rx

Rx

2

2

2

2
 – точки возможного ext. 

Вычислим значение функции в точках 2R , 0  и R2 : 

  222 2222422 RRRRRRRS  ,  

  00 S ,   02 RS . Следовательно, 2
наиб. 2RS  , стороны 

прямоугольника 2R  и 2R  – квадрат.  ► 

.
A

B

C

D

O

Рис. 12
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11. Выпуклость и вогнутость графика функции. 

Точки перегиба 

Пусть функция  xfy   дифференцируема в интервале 

 ba; . Тогда существует касательная к графику функции в 

любой точке этого интервала. 

Определение 1. График функции называется выпук-

лым в интервале  ba; , если он расположен ниже каса-

тельной, проведённой в любой точке этого интервала 

(рис. 13). 

O

y

a x xb

x

Рис. 13

M x;y( )

O

y

a b

x

Рис. 14

M x;y( ). .

 

Определение 2. График функции называется вогну-

тым в интервале  ba; , если он расположен выше каса-

тельной, проведённой в любой точке этого интервала 

(рис. 14). 

Определение 3. Точка 

 bax ;0   называется абсциссой 

точки перегиба  000 ; yxM  гра-

фика функции  xfy  , если в 

этой точке выпуклость меняет-

ся на вогнутость (рис. 15). 

Теорема 1 [достаточный 

признак выпуклости (вогнутости) графика функции]. Если 

функция  xfy   дважды непрерывно дифференцируемая 

в интервале  ba;  и   0 xf    0 xf , то график функ-

ции  xfy   – выпуклый (вогнутый) в этом интервале. 

O

y

a x b

x

Рис. 15

M.0

0
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Разложим функцию  xfy   

по формуле Тейлора (5) п. 5 для любой точки  bax ;0  : 

      
 

 20
0

000
!2

xx
xxf

xxxfxfxf 





. 

Введём обозначения:     000 xxxfxfyk   – урав-

нение касательной,       xxfxxf   00 , где 

 x  – бесконечно малая функция. Тогда 

 
 

 
 

 20
2

0
0

!2!2
xx

x
xx

xf
yxf k 








. 

Если   00  xf , то   0 kyxf , т.е.   kyxf   – гра-

фик функции  xfy   выпуклый по определению 1; если 

  00  xf , то   0 kyxf , т.е.   kyxf   – график функ-

ции  xfy   вогнутый по определению 2. 

Теорема 2 (необходимое условие точки перегиба). 

Пусть функция  xfy   удовлетворяет следующим 

условиям: 

1) непрерывна в интервале  ba; ; 

2)  bax ;0   – абсцисса точки перегиба   000 , xfxM , 

3) в окрестности точки 0x , за исключением, быть мо-

жет, точки 0x , существует  xf  . 

Тогда   0 xf  или не существует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, то 

есть, что   00  xf . Пусть, например,   0 xf . Но, по 

теореме 1, график функции  xfy   – выпуклый и, следо-

вательно, точка   000 , xfxM  не будет являться точкой пе-

региба, что противоречит условию теоремы. ▄ 
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Теорема 3 (достаточное  условие точки перегиба). 

Пусть в  ba;  функция  xfy   дважды непрерывно 

дифференцируема в окрестности точки  bax ;0  , за ис-

ключением, быть может, самой точки 0x  и пусть 

  00  xf  или не существует. Если при переходе через 

точку 0x   xf   меняет свой знак, то 0x  – абсцисса точки 

перегиба. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть   0 xf  при 0xx   и 

  0 xf  при 0xx  . Это означает, что слева от точки 0x  

график функции  xfy   выпуклый, а справа – вогнутый. 

По определению 3, точка   000 , xfxM  является точкой 

перегиба. 

Определение 4. Точки, в которых   0 xf  или не су-

ществуют, называются критическими точками на пе-

региб. 

Пример 1. Определить промежутки выпуклости и во-

гнутости графика функции 

2353 45  xxxy , 

а также найти точки перегиба. 

Решение. 2353 45  xxxy , 32015 34  xxy , 
23 6060 xxy  . Найдём критические точки на перегиб: 

06060 23  xx ,   00160 1
2  xxx , 12 x . 

Исследуем  160 2  xxy  методом интервалов. 

x

+

0 1

y 

 

График выпуклый на промежутке  1; , так как 

0y , и вогнутый на промежутке  ;1 , так как 0y  
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при 1x . В точке 1x  y   меняет свой знак, следователь-

но, 1x  – абсцисса точки перегиба. Найдём  1y : 

  123531 y . Точка  1;10 M  – точка перегиба. ◄ 

12. Асимптоты графика функции 

Определение 1. Прямая   называется асимптотой 

кривой  xfy  , если расстояние 

от точки  yxM ,  этой кривой до 

прямой   стремится к нулю при 

неограниченном удалении точки 

M  по кривой от начала коорди-

нат, т.е. при стремлении хотя 

бы одной из координат точки 

 yxM ,  к бесконечности (рис. 16). 

Существуют два вида асимптот: вертикальные и 

наклонные.  

Определение 2. Прямая ax   называется вертикаль-

ной асимптотой кривой  xfy  , если хотя бы один из 

односторонних пределов  xf
ax 0

lim


 или  xf
ax 0

lim


 равен 

  или   . 

Определение 3. Прямая bkxy   называется наклон-

ной асимптотой кривой  xfy   при x  (или 

x ), если 

 

     0lim 




bkxxf

x
x

. 

При 0k  прямая by   называется горизонтальной 

асимптотой.  

Задача. Кривая  xfy   задана в промежутке 

  ;  и имеет наклонную асимптоту bkxy   при 

x .  

Найти k  и b . 

y

xM
O

Рис. 16

y=
f x(

)
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Решение. По определению 3 наклонной асимптоты, 

     0lim 


bkxxf
x

, 
 












0lim

x

b
k

x

xf
x

x
 

 

   
x

xf
kk

x

xf

xx 









 lim0lim . 

Зная k , найдём   kxxfb
x




lim .  ► 

Следовательно, прямая bkxy   является наклонной 

асимптотой кривой  xfy  , если существуют конечные 

пределы 

 
x

xf
k

x 
 lim ,   kxxfb

x



lim .   (36) 

В этом случае говорят о существовании правой асимп-

тоты.  

Аналогичные рассуждения можно провести для 

x . В этом случае говорят о существовании левой 

асимптоты. 

Если не существует хотя бы один конечный предел 

(36), то кривая  xfy   не имеет правой (левой при 

x ) асимптоты.  

Пример. Найти асимптоты функции 
3

4

8 x

x
y


 . 

Решении:. а) вертикальная асимптота 2x , так как 

 





 3

4

02
02 8

lim
x

x

x
x

   ; 

б) наклонная асимптота bkxy  . 

 

 

 
 

1
8

lim
8

limlim
3

3

3

4














 x

x

xx

x

x

xf
k

x
x

x
x

x
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   0
8

limlim
3

4




















x

x

x
kxxfb

xx
. 

Таким образом, наклонная асимптота xy  . 

Ответ: 2x , xy  . 

13. Общая схема исследования функции 

и построения её графика 

Зная основные характерные особенности исследуемой 

функции  xfy   (экстремумы, точки перегиба, асимпто-

ты) , можно провести полное исследование функции и по-

строить её график. Под полным исследованием функции 

обычно понимается решение вопросов по следующей схе-

ме. 

1. Найти область определения функции. 

2. Найти точки разрыва функции. 

3. Исследовать функцию на чётность, нечетность, перио-

дичность. 

4. Найти асимптоты. 

5. Найти точки пересечения с осями координат. 

6. Найти промежутки возрастания и убывания функции и 

её экстремумы. 

7. Найти промежутки выпуклости и вогнутости графика 

функции и точки её перегиба. 

8. Построить график функции, используя все полученные 

результаты. 

Пример. Исследовать функцию 
2

3

3 x

x
y


  и построить 

её график. 

Решение. По общей схеме последовательно находим 

сдедующее. 
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1. Область определения функции. 

        ;33;33;fD . 

2. 31 x , 31 x  – точки разрыва 2-го рода, так как 




2

3

03 3
lim

x

x

x
, 


2

3

03 3
lim

x

x

x
. 

3.  
 
 

 xf
x

x

x

x
xf 









2

3

2

3

33
 – нечётная 

функция.    xfTxf   0T  – непериодическая функ-

ция. 

4. а) Из второго пункта схемы следует, что прямые 

3x  и 3x  являются вертикальными асимптотами. 

б) найдём наклонные асимптоты: bkxy  .  

 

 

 
 

1
3

lim
3

limlim
3

2

2

3











 x

x

xx

x

x

xf
k

xx
x

x
. 

 

   0
3

3
lim

3
limlim

22

3
























 x

x
x

x

x
kxxfb

xx
x

x
. 

Следовательно, xy   – наклонная асимптота. 

5. Точка пересечения графика функции с осями коор-

динат  0;0O . 

6. Найдём точки возможного экстремума: 

 
 

 
 

  

 22

2

22

22

22

322

3

33

3

9

3

233

x

xxx

x

xx

x

xxxx
y














 . 










существуетне

,0

y

y
   

 
 










03

,09
22

22

x

xx
  













ми.критически

являютсянеразрываточки3,3

3,3,0

54

321

xx

xxx
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Исследуем y  методом интервалов (рис. 17): 

x

++ ++

03 3

Рис. 17

33

y

 

На рис. 17 видно, что точка 0  не является точкой ext, 

точка  3  – точка min, 3  – точка max. 

 
 
 

5,4
33

3
3

2

3

min 



 fy ;   5,4

33

3
2

3

max 


y . 

Функция убывает на промежутках  3;  и  ;3 , 

функция возрастает на промежутках  3;3 ,  3;3 , 

 3;3 . 

7. Найдём промежутки выпуклости и вогнутости 

функции, точки перегиба. Для этого вычислим производ-

ную второго порядка y  : 

      
 







42

232223

3

92323418

x

xxxxxx
y  

  
 







42

424222

3

2182692732

x

xxxxxxx
 

 
 

 
 32

2

32

2

3

96

3

3272

x

xx

x

xx









 . 










не

,0

y

y
 

 
 










03

096
32

2

x

xx
   

  0x  – критическая точка на перегиб. 
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Точки  fDx  3  и не являются критическими. 

Исследуем поведение y   методом интервалов: 

x
++

0

y 

3 3
Рис. 18  

Точка 0x  – абсцисса точки перегиба, так как вторая 

производная в её окрестности меняет знак.  

Точка перегиба  0;0O , так как   00 y . 

График функции является выпуклым на промежутках 

 0;3  и  ;3 , а на промежутках  3; ,  3;0  – 

вогнутым. 

8. Для построения графика функции (рис. 20) сведём 

все результаты в таблицу (рис.19). 

y

y 

y

3 3 3

4,5

0

0

3

5,4

+

+ +

+ +

+ +

Рис. 19  
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x

y

3 3

3x 3x

3 3

4,5

5,4

O

Рис. 20  

14. Задания для самостоятельной работы 

№ 1. Определить интервалы возрастания и убывания 

функций: 

а) 233 23  xxxy ; б)  21lg xy  ; в) xxy sin2 ; 

г) 1 xy ; д) xy ln . 
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№ 2. Исследовать функции на экстремум: 

а) xxy 123  ; б) 21 xxy  ; 

в) 5464 234  xxxxy . 

№ 3. Найти наименьшее и наибольшее значения функ-

ций: 

а) 3593 23  xxxy  на отрезке  4;4 ; 

б) xxy ln2  на отрезке  e;1 ; 

в) найти стороны прямоугольника наибольшей площади, 

который можно вписать в эллипс 1
925

22


yx

; 

г) найти наибольший объём цилиндра, у которого полная 

поверхность равна S . 

№ 4. Найти интервалы выпуклости и вогнутости гра-

фика функции и точки перегиба: 

а)    21
2

 xxy ;  б)  5 7
23  xy ; 

в) 234 248 xxxy  . 

№ 5. Найти асимптоты: 

а) 
2

3 4

x

x
y


 ;  б) 

 2
3

2


x

x
y ;  в) 

3 52 xxy  . 

№ 6. Исследовать функции по общей схеме и постро-

ить их графики: 

а) 
12

3




x

x
y ;  б) 

1

1
2

2






x

x
y ;  в) 

2xxey  ; 

г) 
2

3 2






x

x
y ;  д) 

2

14
1

x

x
y


 . 

Ответы. 

№ 1. а) возрастает в R ;  

б)  0;1  – возрастает;  1;0  – убывает;  Ка
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в) 







 nn 





2

3

5
;2

3
, Zn , – возрастает; 









 nn 





2

3
;2

3
, Zn , – убывает;  

г)  1;  – убывает,  ;1  – возрастает;  

д)  0;  – убывает,  ;0  – возрастает. 

№ 2. а) 21 x  – точка max,  

 16max y , 22 x  – точка min, 16min y ;  

б) 5,0
2

2
max 














 fy , 5,0

2

2
min 














 fy ; 

в)   41min  fy . 

№ 3. а)   414  fyнаим ;   401  fyнаиб ; 

б)    2ln122  fyнаим ;   11  fyнаиб ; 

в) 25  и 23 ; г) 
63

SS
V  . 

№ 4. а)  0;  – выпуклый график,  

 ;0  – вогнутый график;  2;0   – точка перегиба; 

б)  2;  – вогнутый график,  

  ;2  – выпуклый график;  3;2  – точка перегиба; 

в) график вогнутый в R . 

№ 5. а) 0x  – вертикальная асимптота, xy   – 

наклонная асимптота; б) 2x  – вертикальная асимптота, 

4 xy  – наклонная асимптота; в) асимптот нет. 

№ 6. а) xy   – наклонная асимптота; 01 x , 32 x ,  

33 x  – абсциссы и точек перегиба;  

б) 1x , 1x  – вертикальные асимптоты, 

1y  – горизонтальная асимптота;   10max  fy ; 
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в) 5,0
2

2
max 














 fy , 5,0

2

2
min 














 fy , 

01 x , 
2

6
2 x , 

2

6
3 x  – абсциссы точек перегиба; 

г) 2x , 2 xy  – асимптоты,   63min  fy ,  

   21max  fy ;  

д) 0x , 1y  – асимптоты, 5,01 x  – точка min,  

3min y , 
4

3
2 x  – абсцисса точек перегиба,  











9

23
;

4

3
 – точка перегиба. 
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